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Gebrauchsanweisung

Ich weil3, dass viele Studierende schriftliche Materialien meiden wie der Teufel
das Weihwasser. Ich kann Thnen jedoch nur dringend raten, sich regelmdifsig jede
Woche nach der Vorlesung mit den jeweiligen Teilen des Skripts zu beschiftigen
und es inklusive der Aufgaben durchzuarbeiten. Wenn Sie meinen, Sie kdimen auch
ohne Lesen aus, dann haben Sie das Konzept des Studierens falsch verstanden und
werden sich vielleicht am Ende des Semesters wundern.

Mathematik

In der Theoretischen Informatik werden hiaufig mathematische Schreibweisen
verwendet. Sie ist ndmlich — zumindest nach Meinung vieler Mathematikerinnen
und Mathematiker — ein Teilgebiet der Mathematik. Da ich davon ausgehe, dass Sie
die Mathevorlesungen absolviert haben, werden deren Inhalte hier vorausgesetzt.
Insbesondere die Mengenlehre wird eine wichtige Rolle spielen. Wenn Ihnen etwas
unbekannt vorkommt oder Sie es vergessen haben, dann schauen Sie bitte in
meinem Buch Konkrete Mathematik (nicht nur) fiir Informatiker nach.! Zu dem
gibt es einen Link am Ende des Skripts. Bei Verweisen auf dieses Buch werde ich
die Abkiirzung KMFI verwenden und beziehe mich dabei auf die zweite Auflage.

Aufgaben

Im Skript finden Sie einige Aufgaben und zusitzlich erhalten Sie regelmé&Rig Haus-
aufgaben, die in der folgenden Woche in den Vorlesungen besprochen werden. Die
Aufgaben sind freiwillig, aber natiirlich sollten Sie sich mit ihnen beschiftigen, da-
mit Sie eine gewisse Routine im Umgang mit den neuen Begriffen und Konzepten
entwickeln. Die Aufgaben sind als Ergdnzung zur Vorlesung gedacht und sollen
beim Verstidndnis helfen. Selbst dann, wenn einzelne Aufgaben bereits besprochen
wurden, kann es nicht schaden, sich noch einmal mit ihnen zu beschéftigen, um
sicherzustellen, dass Ihnen auch wirklich alles klar ist.

Im Anhang finden Sie Losungen fiir die meisten Aufgaben, aber die sollten Sie sich
erst anschauen, wenn Sie selbst lange genug iiber den Aufgaben gegriibelt haben.

L Alternativ werden Sie die meisten Inhalte auch in meinem aktuellen Mathe-Skript finden.

KMFI
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2 Gebrauchsanweisung

(Geben Sie nicht zu friith auf!) Wenn Sie einfach nur die Losungen lesen, lernen Sie
nichts. Aber nachdem Sie selbst nachgedacht haben, sollten Sie sich die Lésungen
schon anschauen. Vielleicht finden Sie dort eine andere Herangehensweise oder
weitere Hinweise.

Wenn Sie sich mit den Aufgaben erst kurz vor den Priifungen beschéftigen, dann
wird es hochstwahrscheinlich zu spit sein. AuBerdem sind die Aufgaben ohnehin
nicht als , Training” fiir die Klausur gedacht und Sie sollten nicht davon ausgehen,
dass die Aufgaben in der Klausur lediglich Kopien der Aufgaben aus diesem Skript
sind! In der Klausur soll gepriift werden, ob Sie den Stoff verstanden haben. Es wird
nicht gepriift, ob Sie etwas, das Ihnen vorgefiihrt wurde, nachiffen kénnen.

Bonusmaterial

Bei Abschnitten und Aufgaben, die mit einem blauen Stern (x) gekennzeichnet
sind, handelt es sich um optionales Material, das man nicht unbedingt braucht,
um den Rest des Skripts zu verstehen. Wenn Sie gro8e Angst haben, aus Versehen
etwas zu lernen, das Sie fiir die Priifung nicht brauchen, dann kénnen Sie es
iiberspringen. Aber natiirlich stehen diese Sachen nicht ohne Grund im Text. Sie
werden auf jeden Fall nicht diimmer, wenn Sie sich damit beschéftigen, und Ihnen
wird kein bleibender Schaden entstehen.

Videos und Links

Die QR-Codes in der Randspalte kann man scannen oder im PDF einfach anklicken.
Sie fithren zu Videos von der Vorlesung zu diesem Skript, die im Wintersemester
2023/2024 aufgenommen wurden. Eine sortierte Liste aller Videos findet man unter
der URL https://weitz.de/haw-videos/. Text in blauer Schrift ist ebenfalls
anklickbar und verlinkt zu anderen Teilen des Skripts oder auf weiterfithrende
Videos und Wikipedia-Artikel.

Warum der Titel ,,Theoretische Informatik“?

Im Modulhandbuch heil3t diese Veranstaltung offiziell Mathematische Methoden
der Informatik. Es ist allerdings das Modul, das nach der vorherigen Studienord-
nung Theoretische Informatik hiefy. Und auch in der kommenden Studienordnung
wird es wieder unter dieser Bezeichnung laufen, weil Media Systems in Zukunft
Medieninformatik heifen wird und Theoretische Informatik zum Standardstoff
jedes Informatikstudiums gehoért. Im Vorgriff auf diesen Wechsel iibernehme ich
jetzt bereits den zukiinftigen Namen.
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Formale Sprachen

In der Informatik beschéftigt man sich vereinfacht ausgedriickt mit Dingen, die
man mit Computern (also: ,Rechnern“) machen kann. Die Theoretische Informatik
entwickelte sich Anfang des 20. Jahrhunderts aus Fragestellungen der mathemati-
schen Logik, bevor es iiberhaupt Computer gab. In ihr geht es darum, ganz funda-
mentale Fragen wie ,Was kann man tiberhaupt berechnen?“ oder ,Wie aufwendig
ist ein bestimmter Rechenvorgang?“ zu beantworten.

Um definitive Antworten zu ermdoglichen, muss man die Fragen prézise formulie-
ren. Ein GroLteil der Arbeit in dieser Veranstaltung wird daraus bestehen, die dafiir
notwendigen Begriffe und Konzepte zu verstehen. Wie man sich angesichts der
Uberschrift schon denken kann, wird es gerade am Anfang etwas formal zugehen
und es geht auch gleich mit einem ganzen Haufen Definitionen los. Sie werden
jedoch hoffentlich schnell merken, dass das alles nicht so kompliziert ist, wie es zu
sein scheint.

1. Grundlegende Begriffe

Jede nichtleere endliche Menge X kann als ein Alphabet betrachtet werden. In die-
sem Zusammenhang nennt man die Elemente von X auch Symbole oder Zeichen.

Ein Beispiel fiir ein Alphabet ist die Menge X = {0, 1}, die aus den beiden Symbo-
len 0 und 1 besteht.! Zu beachten ist dabei, dass wir in diesem Zusammenhang 0
und 1 nicht als Zahlen interpretieren, sondern lediglich als (zundchst bedeutungs-
lose) Zeichen. Wir kénnten stattdessen auch einen Kreis und einen Strich nehmen.
Ein weiteres Beispiel ist die Menge X} = {a, b, c,...,z}, die aus den 26 lateinischen
Buchstaben a bis z besteht und die wohl am ehesten der klassischen Vorstellung
eines Alphabets entspricht.

Aufgabe 1.1. Warum ist die Menge N der natiirlichen Zahlen? kein Alphabet?

IDie Menge benennen wir nach dem englischen Mathematiker George Boole, dessen Name in so
ziemlich jeder Programmiersprache in der einen oder anderen Form vorkommt.
2In diesem Skript gilt 0 € N. Fiir N\ {0} schreiben wir N*.

Alphabet
Symbol

Zbhool

Zlat

Zeichen
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Wort

leeres Wort €

Léange |w|

|wlx

Definition

4 Formale Sprachen

Jedes Tupel, dessen Komponenten alle Elemente eines Alphabets X sind, nennt
man ein Wort iiber Z. Beispielsweise sind (0), (0, 1,1,0) oder (1, 1) Worter tiber Zy,o01
und (z,a,p,p,a) oder (x,x) sind Worter iiber Zj,;. Wenn keine Gefahr von Missver-
stindnissen besteht, lassen wir die Klammern und Kommata in der Regel weg. Fiir
die genannten Beispiele werden wir in Zukunft also einfach 0, 0110, 11, zappa
bzw. xx schreiben.? Es sollte damit auch klar geworden sein, dass Worter im Sinne
der Theoretischen Informatik — anders als im tdglichen Sprachgebrauch - einfach
nur Zeichenketten sind, die keine spezifische Bedeutung haben miissen.

Zu den Wortern iiber einem Alphabet X gehort immer auch das 0-Tupel (). Das
bezeichnet man als das leere Wort und schreibt dafiir €. Beachten Sie, dass ¢ in
diesem Sinne kein Symbol ist! (Und sinnvollerweise verwenden wir auch keine
Alphabete, in denen ein Symbol € vorkommt...)

Ist ein Wort w ein n-Tupel, so bezeichnen wir 7 als seine Léngeund schreiben dafiir
|w|. Die Linge von zappa ist also 5 und wir wiirden |zappa| = 5 schreiben.® Das
leere Wort ist das einzige Wort, dessen Liange null ist. Aullerdem soll |w|, zdhlen,
wie oft das Symbol x im Wort w vorkommt, z. B. [00101|p =3 und [00101|; = 2.

Aufgabe 1.2. Wie viele Worter der Lange 1 iiber einem Alphabet X gibt es?

Fiir zwei Worter v = (v, ..., vy,) und w = (wy, ..., wy,) ist ihre Konkatenation®
als das Wort
vow = (V1,...,Um, W1i,..., Wy)

definiert. Statt v o w schreibt man meistens einfach vw.
Ferner definieren wir w* fiir k € N rekursiv durch w® = £ und w**! = wko w.

\ J

Diese Definition verwenden wir sinngemaf} auch fiir Symbole. Wenn wir 000
schreiben, dann ist es also egal, ob das Symbol 0 gemeint war oder das Wort (0),
das wir abkiirzend als 0 geschrieben haben. (Siehe auch die Anmerkung in der
Losung zu Aufgabe 1.2.)

Wir verwenden bei der Konkatenation Klammern mit der {iblichen Bedeutung,
dass geklammerte Ausdriicke zuerst evaluiert werden. Offensichtlich ist o asso-
ziativ, d. h., es gilt immer (o v) o w = uo (vo w). Daher kénnen wir auch einfach

3Diese Konvention ergibt nur dann Sinn, wenn man Symbole und Wérter unterscheiden kann.
Weil ein Alphabet nach unserer Definition eine beliebige Menge sein kann, konnte es beispielsweise
aus den beiden Symbolen 1 und 11 bestehen. Dann wéren (1,11) und (11,1) zwei verschiedene
Worter iiber diesem Alphabet, die man in der Schreibweise 111 nicht unterschieden kénnte. Wir
werden jedoch immer mit einstelligen Symbolen arbeiten, bei denen so etwas nicht passieren kann.

4In manchen Biichern wird es auch mit A bezeichnet.

SDie Linge ist also nicht 3, denn es ist nicht die Méchtigkeit der Menge {z,a,p,p,a} gemeint,
obwohl wir nach wie vor auch die Bezeichnung | A| fiir die Machtigkeit einer Menge verwenden. Es
wird jeweils aus dem Kontext eindeutig hervorgehen, was gemeint ist. Solche Mehrfachverwendung
derselben Schreibweise sollte Ihnen nach ein paar Semestern Mathematik kein Kopfzerbrechen
mehr bereiten.

6Ein Fremdwort fiir Aneinanderhiingen bzw. Verketten.
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uo vo w schreiben. Die Exponentiation soll jedoch eine hdhere Prioritét als die
Konkatenation haben, so dass sowohl vo w* als auch vw* Kurzformen von vo (w*)
sind und etwas anderes als (vw)* bedeuten.”

Zwischendurch eine Anmerkung zur Typographie. Da man leicht durcheinander-
kommen kann, wird in diesem Skript wenn méglich die folgende Unterscheidung
vorgenommen: Variablen, die fiir Symbole oder Worter stehen, werden wie {iblich
kursiv gesetzt, also z. B. wie a oder w. Fiir konkrete Symbole wird eine Schreibma-
schinenschrift verwendet, so dass es dann wie a oder w aussieht.

Aufgabe 1.3. Sei T das Alphabet {a, b} und v das Wort ab iiber X. Geben Sie zur Ubung

a%, 13, a%1?, ab, (ab)® und |v!?] an.

Aufgabe 1.4. Ist die Verkniipfung o kommutativ? Gibt es ein neutrales Element?

Aufgabe 1.5. Was wiirde sich andern, wenn man oben w**! durch w o w* definieren
wiirde?

Sind X und Y Mengen von Zeichen oder Wortern, dann definieren wir die
Konkatenation von X und Y als die Menge

XoY={vw:veXundweVY}
fiir die wir manchmal auch einfach XY schreiben. Ferner definieren wir X*

fiir k € N rekursiv durch X° = {¢} und X**! = xko X.

\ J

Beachten Sie, dass {¢} nicht die leere Menge @ ist, sondern eine Menge mit einem
Element, nimlich dem leeren Wort.8 AuRerdem ist es potentiell verwirrend, dass
die Schreibweise X* in der Mathematik auch fiir das Mengenprodukt verwendet
wird. Daran kann ich leider nichts dndern. Sie miissen sich darauf verlassen, dass
Sie (hoffentlich) jeweils aus dem Kontext schlieBen konnen, was gemeint ist.

Aufgabe 1.6. Sei X = {ab,ac} und Y = {bc,d,e}. Geben Sie X o Y an. Uberzeugen Sie
sich, dass XoY # Y o X gilt.

Aufgabe 1.7. Sei T = {a, b}. Geben Sie =% an.

Aufgabe 1.8. Wie kann man die Menge =¥ mit Worten? beschreiben, wenn X ein
Alphabet ist?

"Das ist dieselbe Regel wie bei der normalen Multiplikation.

8Rein technisch konnte man aus Sicht der Mengenlehre iibrigens einwenden, dass gemig der
tiblichen Definition ¢ (also das 0-Tupel) und @ identisch sind (jedoch nicht {¢} und @). Das sollte
jedoch hoffentlich nicht zu verwirrend sein. Schreibt man @, dann meint man eine Menge von null
Wortern, schreibt man €, dann meint man ein Wort der Lange null.

9Damit ist gemeint, wie Sie es ausdriicken wiirden, wenn Sie es jemandem erklaren. Zum Gliick
kann man im Deutschen zwischen Worten und Wértern unterscheiden. Den Plural Worte verwendet
man, wenn es um den Inhalt bzw. die Bedeutung geht. Die mathematischen Objekte, {iber die wir in
diesem Kapitel sprechen, sind hingegen Wérter.

Definition
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Aufgabe 1.9. Wie viele Elemente enthilt =¥, wenn X ein Alphabet ist?
Aufgabe 1.10. Wie kann man X' kiirzer schreiben?

Aufgabe 1.11. Finden Sie zwei endliche Mengen X und Y von Wértern mit der Eigen-
schaft | X o Y| # |X]|-|Y|. Welche der beiden Méchtigkeiten ist garantiert nie kleiner als
die andere?

Fiir eine Menge X von Zeichen oder Wortern sind die kleenesche!® und die
positive Hiille von X definiert als

X ={w:we X" "fireinneN} und
X" ={w:weX"fireinneN"}.

\ J

Falls Thnen die Schreibweisen vertraut sind: Man héitte es auch als

X*=JX" und X*= X"

neN neN*t

schreiben kénnen.

Aufgabe 1.12. Wie kann man die Menge X* mit Worten beschreiben, wenn X ein
Alphabet ist?

Aufgabe 1.13. Sei X = {a} und Y = X U {¢}. Wie sehen X* und Y* fiir k € N aus und
wie X* und Y*?

Aufgabe 1.14. Aus Aufgabe 1.8 folgt, dass X* = X* \ {¢} gilt, wenn X ein Alphabet ist.
Geben Sie eine Menge X von Wortern an, fiir die diese Gleichung nicht gilt.

Aufgabe 1.15. Wie lang ist das langste Wort, das in X* enthalten ist?

Ist X ein Alphabet, so wird jede Teilmenge L von Z* als eine (formale) Sprache
iiber X bezeichnet.

Genau wie mit einem Wort nicht das gemeint ist, was wir im Alltag damit meinen,
ist auch eine Sprache in der Theoretischen Informatik zunéchst ein rein abstraktes
Objekt ohne Bedeutung, ndmlich einfach eine Menge von Wortern. Nach dieser
Definition sind beispielsweise die leere Menge und Z* Sprachen {iber Z, {0, 1,00} ist
eine Sprache tiber 2y, und die Menge aller Worter, in denen mindestens zweimal
der Buchstabe a vorkommt, ist eine Sprache iiber Z,;.

10Benannt nach dem amerikanischen Mathematiker Stephen Cole Kleene. Ubrigens habe ich, wie
ich spéter erfahren habe, den Namen offenbar in allen Videos falsch ausgesprochen. Er stammt aus
dem Friesischen und sollte wie ,Klehni“ klingen.
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Wir haben damit bereits die wichtigsten Begriffe beisammen, um — wie am Anfang
des Kapitels besprochen — sehr komplizierte Fragen unmissverstidndlich formulie-
ren zu konnen. Dafiir zundchst nur zwei Beispiele, fiir die wir vorab n,, fiir w € Zgool
als die Zahl definieren, deren Bindrdarstellung w ist, also z. B. n101010 = 42.

Im ersten Beispiel geht es um die Sprache
{weZ o inw nuw+2} P (1.1)

Die simple Frage, ob diese Sprache endlich oder unendlich ist, konnte bis heute
(Stand Februar 2024) niemand beantworten. Die Frage 14dsst sich aber, wie man
sieht, in einer Zeile hinschreiben.

Bei der zweiten Frage ist die Definition der Sprache ein bisschen aufwendiger.
Thr Alphabet besteht aus Zy,,, zusammen mit den Zeichen A und Vv sowie den
Klammern (und ). Wir definieren

B] = {1}02;;001) BO = {O}OBI) B= BO UBI)
Do=Bu{(w VvV wy):wi,wreBIU{(w1V wyV ws): wy, wy, ws € B},
Dy41=Dro{A}oDy fiir k € N und schlieBlich (1.2)

[e.0]
D= |J Dy ={w: we Dy fiir ein k e N}.
k=0
Interpretiert man ein Wort w aus B; als den Ausdruck x;,, und ein Wort Ow aus By
als 7x,,, dann sind die Elemente von D bestimmte Formeln der Aussagenlogik.
Die Beschiftigung mit Algorithmen, die fiir jede dieser Formeln ermitteln kon-
nen, ob sie erfiillbar sind, hdngt mit einem der wichtigsten offenen Probleme der
Informatik zusammen. Mehr dazu in Kapitel VI.

Aufgabe 1.16. Begriinden Sie, warum eine unendliche Sprache fiir jede Zahl k € N
Worter enthalten muss, deren Lange groer als k ist.

Aufgabe 1.17. Warum steht in (1.1) n4,, und nicht einfach n,,?

Aufgabe 1.18. Begriinden Sie, dass das Wort 01 A010 A (1 v 10) zur Menge D aus der
Definition (1.2) gehort. Welche aussagenlogische Formel wird dadurch représentiert?
Bonusfrage: Ist diese Formel erfiillbar?

Aufgabe 1.19. Zum Uben einiger Grundbegriffe aus diesem Kapitel eignet sich die
Lernsoftware FLACI,!! die wir auch in spiteren Kapiteln einsetzen werden. Wenn Sie
sich noch unsicher im Umgang mit Begriffen wie Alphabet, Wort oder Sprache fiihlen,
dann schauen Sie sich den Abschnitt Formale Sprachen von FLACI an.

2. Grammatiken

Von dem amerikanischen Linguisten Noam Chomsky stammt die Idee, Sprachen
durch formale Grammatiken zu beschreiben. Seine erste Verodffentlichung dazu

1gjehe dazu auch das Buch von Wagenknecht und Hielscher in der Literaturliste.

nw
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stammt aus dem Jahr 1956. Chomsky ging es eigentlich um natiirliche Sprachen,
aber seine Theorie wird heutzutage hauptséchlich in der Informatik eingesetzt.

r N

Eine (formale) Grammatik ist ein 4-Tupel G = (N, T, P, S) mit den folgenden
Eigenschaften:
(i) Nistein Alphabet, dessen Elemente man Nichtterminalsymbole nennt.
(i) T istein Alphabet, dessen Elemente man Terminalsymbole nennt.
(iii) N und T sind disjunkt.
(iv) P ist eine endliche Teilmenge von (NuU T)*\ T*) x (NuU T)*, deren
Elemente man Produktionen nennt.
(v) Sistein Element von N, das man Startsymbol nennt.
Die Menge N U T bezeichnet man auch als Vokabular von G.

Ein Beispiel fiir eine Grammatik ist G = ({X, Y},{a, b}, B, X) mit

P={(X,¢),(X,a),(Xa,bY), (Y, Xa)}.

Aufgabe 2.1. Wieso wire das kein Beispiel fiir eine Grammatik mehr, wenn man in P
das Paar (Xa,bY) durch (a,bY) ersetzen wiirde?

Aufgabe 2.2. Noch eine Verstiandnisfrage: Kann die erste Komponente einer Produkti-
on das leere Wort sein?

Wir verwenden im Zusammenhang mit Grammatiken immer kursive GroR3-
buchstaben fiir Nichtterminalsymbole und Kleinbuchstaben (sowie evtl. Zif-
fern und Sonderzeichen) in Schreibmaschinenschrift fiir Terminalsymbole.
Ferner schreiben wir Produktionen (a, 8) in der Form a¢ — f auf und fassen
mehrere Produktionen @ — f; bis @ — f8,, mit derselben linken Seite abkiir-
zend als @ — B | -+ | B, zusammen. Die Mengen der Terminal- bzw. Nichtter-
minalsymbole werden sich implizit durch das Aufschreiben der Produktionen
ergeben.'? Wir legen auRerdem fest, dass S das Startsymbol ist, wenn nicht
explizit ein anderes Zeichen als Startsymbol deklariert wird.

Die Beispielgrammatik G von eben wiirden wir also in der Form

X—c¢la
Xa—DbY (2.1)
Y - Xa
aufschreiben und dann noch erwéhnen, dass das Startsymbol in diesem Fall X ist.

Wofir Grammatiken verwendet werden, beschreibt die niachste Definition.

12 N und T sollen also nur aus Zeichen bestehen, die auch in Produktionen vorkommen.


https://weitz.de/
https://weitz.de/files/ti-skript.pdf
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/de/
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Sei G = (N, T, P,S) eine Grammatik. Fuir a, f € (NU T)* schreiben wir a =¢ S,
wennesy,d,¢,x € (NUT)* mita =¢@yy, B=¢dy und (y,0) € P gibt. Ferner
schreiben wir a :'z‘; B, wennesyy,...,yp € (NUT)* mity; =a, v, = fund
yi=¢Yi+1 firi =1,...,n—1 gibt.!® Die von G erzeugte Sprache wird durch

LG ={weT":S=>; w}

definiert.

\ J

Weil diese Definition sicher etwas gew6hnungsbediirftig ist, zerlegen wir sie in
ihre Bestandteile. « = 8 bedeutet, dass 8 aus @ dadurch entstanden ist, dass ein
Teilwort y von a durch § ersetzt wurde und dass y — 0 eine der Produktionen ist. Im
Beispiel (2.1) wiirde unter anderem bYb = bXab gelten, weil wir die Produktion
Y — Xa haben. Und auch bXab =; bbYb wegen der Produktion Xa — bY. Der
Sinn von Produktionen ist also, dass man ihre linke Seite durch ihre rechte ersetzen
kann. = . steht dafiir, dass eine oder mehrere solcher Ersetzungen stattgefunden
haben oder dass sich gar nichts geindert hat.!* In unserem Beispiel haben wir
uns gerade {iberlegt, dass bY'b = /. bbY'b gilt, weil wir in zwei Schritten vom einen
Wort zum anderen kommen. Wir sagen in so einem Fall, dass bbYb in G aus
bYb hergeleitet werden kann. L(G) ist somit die Menge aller Worter, die nur aus
Terminalsymbolen bestehen und die man aus dem Startsymbol herleiten kann.

Fiir ein etwas interessanteres Beispiel schauen wir uns die Grammatik einer so-
genannten Dyck-Sprache'® an, auf die wir spiter auch wieder zuriickkommen
werden. Die Terminalsymbole sind hier die beiden Klammerzeichen [und ], das
einzige Nichtterminalsymbol ist S und es gibt drei Produktionen:

S—¢|SS| [S] 2.2)
Ein Wort, das man herleiten kann, ist [ ] [[]], und zwar z. B. folgendermaRen:
S§=>6885=>G[S81S=c[1S=>¢ [1[S] =¢ [1[[S]]=¢[]1L[]] (2.3)

Wenn die Grammatik nicht zu kompliziert ist, kann man so einen Prozess mit einem
Ableitungsbaum illustrieren. So etwas kennen Sie vielleicht aus den Informatik-
Vorlesungen. Es sollte auf jeden Fall grol3tenteils selbsterkldrend sein. Nach den
Regeln fiir Grammatiken muss die Wurzel das Startsymbol sein. Die Kinder eines
Knotens entstehen immer durch eine der Produktionen und die Bldtter des Baums
sind Terminalsymbole (oder ¢).

13Wir setzen dabei 7 = 1 voraus, erlauben also auch a = § ohne Anwendung einer Produktion.
14 - ist also eine Relation auf (N U T)* und =7 deren reflexive und transitive Hiille.
15Benannt nach dem Mathematiker Walther von Dyck.

Definition

herleiten

Dyck-Sprache

Ableitungsbaum


https://de.wikipedia.org/wiki/Dyck-Sprache
https://de.wikipedia.org/wiki/Syntaxbaum
https://de.wikipedia.org/wiki/Relation_(Mathematik)
https://de.wikipedia.org/wiki/Transitive_H%C3%BClle_(Relation)
https://de.wikipedia.org/wiki/Walther_von_Dyck
https://weitz.de/
https://weitz.de/files/ti-skript.pdf
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/de/
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Eine Grammatik, die einen ersten Eindruck davon vermittelt, wie man so etwas
konkret in der Informatik einsetzen koénnte, sieht folgendermaRen aus:!®

S—V=E
E— V|E+E|ExE| (E) (2.4)
Voxlylz

Damit kann man arithmetische Zuweisungen fiir eine fiktive Programmiersprache
generieren, die nur drei Variablennamen kennt und nur addieren und multiplizie-
ren kann, z. B. x=y, z=x+y*x oder y=(x+x) *z.

Aufgabe 2.3. Wie sieht im Beispiel (2.1) die Sprache L(G) aus?

Aufgabe 2.4. Geben Sie eine Grammatik an, die die Sprache @ erzeugt.

Aufgabe 2.5. Geben Sie fiir das Wort []1[[]] eine andere Herleitung als (2.3) an.
Ergibt sich dadurch auch ein anderer Ableitungsbaum?

Aufgabe 2.6. Die durch die Grammatik (2.2) erzeugte Sprache wird D; genannt. Sie
erzeugt alle Worter, in denen ,korrekt geklammert“ wird. Versuchen Sie mit Thren
eignen Worten zu beschreiben, wie das gemeint ist.

Aufgabe 2.7. Geben Sie ein Wort aus der Dyck-Sprache D; an, fiir das es mehr als
einen Ableitungsbaum gibt.

Aufgabe 2.8. Geben Sie eine Grammatik an, die die Sprache {a}* erzeugt.
Aufgabe 2.9. Erzeugt die Grammatik S — ¢ | abS die Sprache {a, b}*?

Aufgabe 2.10. Geben Sie fiir die Grammatik (2.4) moglichst viele verschiedene Herlei-
tungen fiir das Wort x=y+ (z*x) an.

Aufgabe 2.11. Mit der Lernsoftware FLACI (siehe Aufgabe 1.19) kann man auch mit
Grammatiken rumexperimentieren. Ich empfehle Thnen, das auch zu tun, um eine

16Beachten Sie, dass nach unserer Konvention die drei Zeichen =, + und * sowie die beiden Klam-
mern terminale Symbole sind. V soll hier fiir Variablen stehen und E fiir arithmetische Ausdriicke
(engl. expressions).


https://flaci.com/
https://weitz.de/
https://weitz.de/files/ti-skript.pdf
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/de/
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gewisse Routine zu entwickeln.!” Eine Alternative zu FLACI ist das Programm JFLAP,
das FLACI nach meiner Meinung in einigen Bereichen sogar tiberlegen ist. Man kann
es allerdings nicht bequem im Browser verwenden. FLACI wird in diesem Skript noch
ofter erwdhnt werden. Sie kdnnen stattdessen immer auch JFLAP verwenden.

*Aufgabe 2.12. Beschiftigen Sie sich intensiver mit der Grammatik (2.4). Leiten Sie
einige Ausdriicke ab und zeichnen Sie dazu die Ableitungbdume. Wie miisste man
die Grammatik erweitern, damit in den Ausdriicken auch ganze Zahlen wie in x=23*y

vorkommen kdnnen? (Natiirlich diirfen die nicht links vom Gleichheitszeichen stehen.

Und was ist mit negativen Zahlen?) Wie miisste man die Grammatik dndern, damit
an der Hierarchie im Ableitungsbaum eines Ausdrucks die Regel ,Punktrechnung vor
Strichrechnung® erkennbar ist? (Das sind lauter Fragen, die beim Entwerfen einer
Programmiersprache tatsichlich eine Rolle spielen.)

Aufgabe 2.13. Falls Thnen Grammatiken theoretisch und esoterisch vorkommen, dann
schauen Sie sich beispielsweise einmal die Syntax-Spezifikation von JAVA an. Das ist
eines von vielen Beispielen dafiir, dass formale Grammatiken in der Praktischen
Informatik regelmaRig eingesetzt werden.

3. Die Anzahl der Sprachen

Bevor wir uns in den nichsten Kapiteln bestimmte Klassen von Sprachen genauer
anschauen, wollen wir uns zunéchst tiberlegen, ob Grammatiken ein Werkzeug
sind, mit dem man beliebige Sprachen beschreiben kann. Gibt es zu jeder Sprache
eine Grammatik, die sie erzeugt?

Aufgabe 3.1. Was meinen Sie? Nach einigen Semestern Hochschulmathematik haben
Sie vielleicht schon ein Gefiihl fiir die Antwort.

Die Antwort ist: nein. Und es liegt vereinfacht formuliert daran, dass es viel zu viele
Sprachen gibt. Fiir die ,allermeisten“ Sprachen gibt es keine Grammatik. Ich werde
dafiir eine Beweisskizze liefern, die hoffentlich ausfiihrlich genug ist, dass Sie die
fehlenden Details bei Bedarf selbst ergdnzen kénnen. Voraussetzung ist allerdings,
dass Thnen die Begriffe abzdhlbar und iiberabzéihlbar etwas sagen.!'®

Zu jedem Alphabet X gibt es tiberabzdhlbar viele Sprachen, aber nur abzdhlbar
viele davon werden durch Grammatiken erzeugt.

Beweis. Wir iiberlegen uns zuerst, dass es nur abzdhlbar viele durch Grammatiken
erzeugte Sprachen iiber X geben kann. Ist L so eine Sprache und G = (N, X, B S)
eine Grammatik mit L = L(G), so spielt die Benennung der Nichtterminalsymbole

17Allerdings kann das Programm nur mit Grammatiken umgehen, in denen die linken Seiten
aller Produktionen jeweils nur aus einem nichtterminalen Zeichen bestehen, also z. B. mit den
Grammatiken (2.2) und (2.4), aber nicht mit (2.1). Das wird jedoch fiir die folgenden Abschnitte
ausreichen und wir werden spéter noch sehen, wie diese Einschrankung zustande kommt.

18gjehe dazu die Kapitel 18 und 20 in KMFI.

Satz 3.1


https://www.jflap.org/
https://de.wikipedia.org/wiki/Punktrechnung_vor_Strichrechnung
https://de.wikipedia.org/wiki/Punktrechnung_vor_Strichrechnung
https://docs.oracle.com/javase/specs/jls/se21/html/jls-19.html
https://de.wikipedia.org/wiki/Java_(Programmiersprache)
https://weitz.de/KMFI/
https://weitz.de/
https://weitz.de/files/ti-skript.pdf
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/de/
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offenbar keine Rolle fiir die resultierende Sprache. Wir kénnen also o.B.d.A.!
davon ausgehen, dass diese S, S» und so weiter heillen, wobei der Einfachheit
halber S; das Startsymbol S sein soll. Wir legen nun eine mdoglichst platzsparende
Schreibweise fest, mit der solche Grammatiken notiert werden kénnen. Wie die
genau spezifiziert ist, spielt keine Rolle, aber es konnte fiir (2.1) z. B. so aussehen:20

(sJ)E))EEEIEE) ) S s(E)

Dabei fungiert das Zeichen ¢ abwechselnd als Produktionspfeil und als Trennzei-
chen zwischen Produktionen. Wie viele Grammatiken gibt es, die in dieser Notation
m Zeichen lang sind? Eine genaue Zahl brauchen wir gar nicht. Wir kénnen jedoch
ganz grof3ziigig abschitzen, dass so eine Grammatik auf jeden Fall weniger als m
Nichtterminalsymbole hat. Zusammen mit dem Trennzeichen ¢ und dem Alpha-
bet X kann man mit diesen Symbolen hochstens (m + |Z|)™” Zeichenketten bilden
(von denen die meisten gar keine Grammatiken darstellen werden). Entscheidend
ist: es sind ,,nur” endlich viele und wir kdnnten sie theoretisch alle der Reihe nach
aufzdhlen. Und das wiederum kdnnen wir der Reihe nach fiir m = 1, m = 2 et cetera
machen. Die Menge der Grammatiken ist also abzdhlbar.

Andererseits ist die Menge X* auf jeden Fall unendlich:?! T enthilt mindestens
ein Zeichen a und damit bereits die Worter a, a?, a® und so weiter. Daher ist die
Menge Z(Z*) nach dem Satz von Cantor {iberabzéhlbar. [

Das ist gewissermalien das ,Schicksal“ der Theoretischen Informatik. Wir werden
neben Grammatiken noch weitere Techniken zum Klassifizieren von Sprachen
kennenlernen. Aber wenn wir es mit realistischen Modellen von echten Rechen-
prozessen zu tun haben, dann werden die modellierten Ressourcen (Zeichenvorrat,
Speicherzellen, Zustédnde) zwangsldufig immer endlich sein und wir werden daher
immer an die Grenze der Abzdhlbarkeit stolen. Wenn man es poetisch ausdriicken
mochte, dann stehen wir am Strand und halten die Fiile ins Wasser, werden aber
nie erfahren, was sich in dem Meer befindet, das wir vor uns sehen.

19Djese Abkiirzung steht fiir ohne Beschrinkung der Allgemeinheitund damit ist gemeint, dass man
—in der Regel zur Vermeidung von Schreibarbeit — eine Einschrankung vornimmt, die aber faktisch
keine ist. Im konkreten Fall kdnnten die Symbole andere Namen haben, aber das ist irrelevant fiir die
Korrektheit des Beweises.

20Vereinbarungsgernéifi ,heilt“ X nun S; und Y heift Sp.

2lMan iiberlegt sich leicht, dass =* auch abzihlbar ist, weil £ endlich ist. Das spielt fiir diesen
Beweis aber keine Rolle.


https://de.wikipedia.org/wiki/Satz_von_Cantor
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Regulire Sprachen

Die Klasse der reguldren Sprachen ist die einfachste Sprachenklasse, die in der
Theoretischen Informatik untersucht wird. Wir werden uns mit ihr recht ausfiihr-
lich beschiftigen, weil man auf diesem Wege verschiedene Aspekte der Theorie
mit vergleichsweise geringem Aufwand kennenlernen kann.

4. Regulidre Grammatiken

In Chomskys Theorie werden Grammatiken danach klassifiziert, wie rigide die
Regeln fiir zuldssige Produktionen sind. Das fiithrt zu einer Abstufung, die man
Chomsky-Hierarchie nennt.! Wir beginnen mit der einfachsten Kategorie von
Grammatiken, fiir die die Regeln besonders streng sind.

Eine Grammatik (N, T, B, S) wird regulédr oder Typ-3-Grammatik genannt,
wenn fiir alle Produktionen (a, §) € P die beiden Bedingungen a € N und
B € (ToN)u {e} erfiillt sind. Eine Sprache wird regulédr genannt, wenn es eine
reguldre Grammatik gibt, die sie erzeugt.

Bei solchen Grammatiken darf also links vom Pfeil immer nur genau ein Nicht-
terminalsymbol stehen, wihrend rechts entweder das leere Wort steht oder eine
Kombination aus einem Terminalsymbol gefolgt von einem Nichtterminalsymbol.
Das ist eine ziemlich starke Einschrdnkung der Regeln. Die Grammatik aus der
Losung von Aufgabe 2.8 ist beispielsweise reguldr. Ein weiteres Beispiel ist diese
Grammatik:

S—¢laB
B—-bC 4.1)
C—DbS

IManchmal auch Chomsky-Schiitzenberger-Hierarchie, weil deren endgiiltige Form von Chomsky
gemeinsam mit dem franzdsischen Mathematiker Marcel Schiitzenberger publiziert wurde.

Chomsky-Hierarchie

Definition


https://weitz.de/v/reg
https://de.wikipedia.org/wiki/Marcel_Sch%C3%BCtzenberger
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Aufgabe 4.1. Welche Sprache erzeugt die Grammatik (4.1)2

Aufgabe 4.2. Zeichnen Sie fiir die Grammatik (4.1) einen Ableitungsbaum fiir das
Wort (abb)3. Sie werden sehen, dass der eine ganz bestimmte Form hat. Man kann
sich leicht tiberlegen, dass Ableitungsbdume fiir reguldre Grammatiken immer so
aussehen miissen.

Aufgabe 4.3. Ist die Dyck-Sprache D, eine regulédre Sprache?

Aufgabe 4.4. Die Grammatik

S—elaS|pT

T—c

ist nicht reguldr. (Warum?) Geben Sie eine regulidre Grammatik an, die dieselbe Spra-
che erzeugt.

Aufgabe 4.5. Die Grammatik

S—e¢e|aT
T — ab$S

ist nicht reguldr. (Warum?) Geben Sie eine reguldre Grammatik an, die dieselbe Spra-
che erzeugt.

Aufgabe 4.6. Begriinden Sie, dass jede endliche Sprache regular ist.

Nach dem Bearbeiten von Aufgabe 4.3 stellen Sie sich vielleicht die Frage, wie
man beweisen soll, dass eine Sprache nicht regulér ist. Ein Werkzeug dafiir lernen
wir nun kennen. Es ist gleichzeitig das erste richtige mathematische Theorem in
diesem Skript.

Pumping-Lemma fiir regulédre Sprachen
Ist L eine regulédre Sprache, dann gibt es eine Zahl n € N, so dass sich fiir jedes
Wort x € L mit |x| = n Worter u, v und w finden lassen, fiir die die folgenden
vier Bedingungen gelten.?
i) x=uvw
(i) v#e
(iii) |uvl=n
(iv) uvFw e Lfiiralle ke N

Beweis. Weil L reguldr ist, gibt es eine reguldre Grammatik G = (N, T, B S), die L
erzeugt. Bei der Herleitung eines Wortes aus L wird das Wort in jedem Schritt
genau ein Symbol ldnger und alle Zwischenschritte sind Worter aus T o N. Fiir ein
Wort der Linge m braucht man also m + 1 Herleitungsschritte der Form = und
in jedem Schritt kommt rechts ein Nichtterminalsymbol vor. Ist m > | N|, so muss

2Da die vierte Bedingung auch fiir k = 0 gilt, kann man v also auch weglassen.


https://weitz.de/
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dabei mindestens ein Symbol A € N mehr als einmal vorkommen, d. h., es wird so
aussehen (wobei o0 bis 0, Terminalsymbole sein sollen und j < |N|+ 1 gilt):

S=;01...0;A
——
u
*
=;01...0i0j41...0j A
—_—
u v
*
=G 01...0; 0i+1---0j0j+1...0m

— ~— ~~
u v w

Das bedeutet, dass sowohl A=/ vA als auch A= w gelten muss, wobei v nicht
das leere Wort sein kann. Man kann also die mittlere Zeile auch weglassen oder
zwischen ihr und der letzten A erneut (ggf. mehrfach) durch v A ersetzen. (Denn die
erlaubten Herleitungsschritte hingen in reguldren Grammatiken offenbar immer
nur vom letzten Zeichen ab.) Die Rolle von 7 in der Formulierung des Lemmas
kann | N| + 1 spielen. |

Das Pumping-Lemma trigt diesen etwas seltsamen Namen, weil es besagt, dass
man in reguldren Sprachen bei allen Wortern, die lang genug sind, einen Teil des
Wortes ,,aufpumpen” kann, um weitere Worter der Sprache zu erhalten. Wie kann
man es nun benutzen, um von einer Sprache zu zeigen, dass sie nicht regulr ist?

Nehmen wir als Beispiel die Sprache L = {akbk: ke NT}. Wenn L reguldr wére, dann
wiirde uns das Pumping-Lemma eine Zahl n mit den dort genannten Eigenschaften
liefern. Fiir das Wort a"b” miisste dabei der ,aufpumpbare” Teil v komplett in
der linken Hifte des Wortes liegen und damit ein Element von {a}* sein. Ersetzt
man nun v z. B. durch v?, so gilt fiir das dadurch entstehende Wort w nicht mehr
lwla = |wlp, d. h., es gehort nicht zu L. Das ist ein Widerspruch, also kann L nicht
reguldr sein.

Beachten Sie den feinen Unterschied zur Sprache {(ab)¥ : k € N}. Die ist nach den
Aufgaben 2.9 und 4.5 offensichtlich regulér!

Die Aussage des Pumping-Lemmas gilt mit denselben Bezeichnungen fiir alle
Worter der Sprache, die sich in der Form yxz mit |x| = n darstellen lassen.

Beweis. Diese leichte Verallgemeinerung besagt nur, dass man irgendwo mitten im
Wort anfangen kann, denn es geht ja nur darum, dass das Teilwort x, mit dem man
arbeitet, lang genug ist, um Wiederholungen zu erzwingen. Am Beweis dndert sich
ansonsten nichts. |

Beachten Sie, dass das Pumping-Lemma eine notwendige, aber keine hinreichende
Bedingung dafiir liefert, dass eine Sprache regulir ist.® So ein Kriterium werden
wir spiter kennenlernen.

3Dass es sich nicht um ein hinreichendes Kriterium handelt, wird in Aufgabe 8.10 gezeigt.

Korollar 4.2


https://de.wikipedia.org/wiki/Notwendige_und_hinreichende_Bedingung
https://de.wikipedia.org/wiki/Notwendige_und_hinreichende_Bedingung
https://weitz.de/
https://weitz.de/files/ti-skript.pdf
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/de/

Definition

DFA FSM

16 Regulére Sprachen

Aufgabe 4.7. Unter der URL https://weitz.de/pump/ finden Sie eine Realisation
des Pumping-Lemmas als eine Art Spiel, das man zum Uben verwenden kann. Sie
spielen gegen den Computer, der von einer Sprache behauptet, sie sei regulér. Er gibt
zu der Sprache auch die Zahl n aus dem Pumping-Lemma an.* Sie diirfen nun ein
Wort auswédhlen und von dem wiederum einen Teil, der mindestens die Linge 7 hat.
Das ist das Teilwort, das in Korollar 4.2 x hei8t. Der Computer markiert im Gegenzug
in diesem Teilwort das Stiick v und Sie miissen nun k so wiahlen, dass das Ergebnis
nicht zur Sprache gehort — denn Sie sollen zeigen, dass die Sprache nicht regulér ist.
(Das wird Ihnen nicht immer gelingen, denn einige der Sprachen sind regulér ...)

Aufgabe 4.8. Suchen Sie sich eine der Sprachen aus Aufgabe 4.7 aus, die nicht reguldr
ist, und schreiben Sie mit Ihren eigenen Worten eine vollstindige Begriindung dafiir
auf, warum die Sprache nicht regulér ist.

5. Deterministische endliche Automaten

Die sogenannten Automaten, mit denen wir uns im Folgenden beschéaftigen wer-
den, sind keine wirklichen Automaten, die Fahrkarten oder Kaffee ausgeben kon-
nen - obwohl sie mit denen gewisse Gemeinsamkeiten haben. Es sind theoretische
Konstrukte, mit denen man — wie mit Grammatiken - formale Sprachen kategori-
sieren kann. Wahrend Grammatiken Regeln beschreiben, nach denen die Worter
einer Sprache produziert werden, kann man sich Automaten als Vorrichtungen
vorstellen, die Worter konsumieren.

Wie bei den Grammatiken fangen wir mit der einfachsten Kategorie an. Wir werden
feststellen, dass wir auf genau dieselben Sprachen kommen.

s N

Ein endlicher Automat® (englisch finite state machine oder finite automaton)
ist ein 5-Tupel A = (S, 1,0, so, F) mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Sisteine nichtleere endliche Menge, deren Elemente man als Zustéinde
(engl. states) bezeichnet.

(ii) Iistein Alphabet, das Eingabealphabet genannt wird.

(iii) & ist eine Funktion von Sx I nach S, die sogenannte Ubergangsfunktion
(transition function).

(iv) Der Startzustand sj ist ein Element von S.

(v) Fisteine Teilmenge von S, deren Elemente akzeptierenden Zustéinde
oder Endzustinde genannt werden.

. J

Die Vorstellung dabei ist, dass ein endlicher Automat im Startzustand beginnt und
in jedem Schritt genau ein Zeichen der Eingabe liest und dabei jeweils zu einem
neuen Zustand wechselt. Dieses Verhalten wird durch die Ubergangsfunktion
festgelegt: Gilt 6 (s, a) = t, dann wechselt der Automat in den Zustand ¢, wenn er
im Zustand s das Symbol a liest.

4Im Spiel ist von Automaten die Rede. Das kénnen Sie vorerst ignorieren.
5Noch genauer miisste man eigentlich von deterministischen endlichen Automaten sprechen. In
der (englischen) Fachliteratur werden die Abkiirzungen DFA und FSM verwendet.
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Wir machen aus der Ubergangsfunktion § fiir Zeichen eine Funktion §* fiir Worter,
indem wir fuir alle s€ S, a€ I und w € I* rekursiv

6*(s,e)=s und
6*(s,aw)=6"6(s,a), w)

definieren. Die von A akzeptierte Sprache sei dann als
LA ={wel":6%(so,w)€F}

definiert. Ein Wort gehort also per definitionem zu L(A), wenn die Symbole des
Wortes den Automaten der Reihe nach vom Startzustand zu einem akzeptierenden
Zustand tiberfiihren.

Aufgabe 5.1. Uberpriifen Sie, dass nach der obigen Definition 6* (s, @) = 6 (s, a) fiir alle
se Sund a € I gilt, indem Sie links a = ae ausnutzen.

Einfache endliche Automaten kann man vollstdndig grafisch darstellen, indem man
die Zustinde als Kreise und die Ubergénge als Pfeile abbildet. Der Startzustand
wird durch einen kleinen Pfeil markiert, die Endzustdnde durch einen doppelten
Rand:®

So S1 S22 S3

a $3 S3 S2 $3
ab C@ b 5 S2 S S3
In diesem Beispiel wire S die Menge {so, S1, S, 3}, I das Alphabet {a, b}, F die Menge

{s2} und s¢ der Startzustand. Auch die Ubergangsfunktion § kann man direkt der
Grafik entnehmen. Sie wird rechts daneben als Tabelle dargestellt.

Im obigen Automaten gilt z. B.

8 (s0,bb) = 6" (6(sp,b),b) =8"(s1,b) = 82,
8% (s1,ba) =67 (6(s1,b),2) =6"(s2,2) =s, und
6* (S(),bba) =5*(5(S(),b),ba) = 5*(51,ba) = 8.

Damit ist klar, dass bb und bba zu der von ihm akzeptierten Sprache gehoren.
Offenbar ist es jedoch wesentlich einfacher, den Pfeilen in der Grafik zu folgen.
Man sieht dann beispielsweise, dass man vom Startzustand sy aus zum Endzustand
s> gelangen kann, indem man dem Automaten sukzessive mit den Zeichen b, b
und a ,fiittert®.

6Und wir sparen uns etwas Arbeit, indem wir an einen Pfeil a,b schreiben statt zwei Pfeile — einen
fiir a und einen fiir b - zu zeichnen.

akzeptierte Sprache

L(A)
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Aufgabe 5.2. Welche Sprache wird von diesem Automaten akzeptiert? Geben Sie sie
in beschreibender Mengenschreibweise an.

Da der Definitionsbereich der Ubergangsfunktion § die Menge S x I ist, muss im
Prinzip in der grafischen Darstellung von jedem Zustand aus S fiir jedes Zeichen
aus [ ein Pfeil ausgehen. Die Darstellung von umfangreicheren Automaten wird
dadurch jedoch oft unnétig uniibersichtlich. Viele Pfeile fithren evtl. zu Zusténden,
von denen aus man nie zu akzeptierenden Zustdnden gelangen kann, und sind
daher in gewissem Sinne iiberfliissig. Im obigen Beispiel ist s3 offenbar so eine
»Sackgasse“. Daher vereinbaren wir:

Wenn in der grafischen Darstellung’ eines endlichen Automaten Pfeile fehlen,
dann sollen diese auf einen (nicht eingezeichneten) ,Fehlerzustand* s fiihren,
der alle Zeichen ,schluckt®, fiir den also 6 (s,, a) = s, fiir alle a € I gilt.

Nach dieser Konvention vereinfacht sich die obige Grafik deutlich, wodurch es nun
ein Kinderspiel ist, die akzeptierte Sprache zu erkennen:

b /. b
U O '

Aufgabe 5.3. Geben Sie fiir den folgenden Automaten die Ubergangsfunktion in der
Form einer Tabelle an. Die Tabelle soll vollstdndig in dem Sinne sein, dass sie einen
Fehlerzustand beinhaltet und komplett gefiillt ist. Geben Sie auflerdem die von diesem
Automaten akzeptierte Sprache in beschreibender Mengenschreibweise oder in der
Notation aus Abschnitt 1 an.

Aufgabe 5.4. Wie dndert sich in Aufgabe 5.3 die akzeptierte Sprache, wenn {sy} bzw.
{s0, s1} die Menge der akzeptierenden Zustdnde ist?

Aufgabe 5.5. Geben Sie einen Automaten an, der die Sprache aus Aufgabe 4.1 akzep-
tiert.

Aufgabe 5.6. Mit FLACI kann man auch Automaten simulieren und natiirlich sollten
Sie das machen, bis Sie sich sicher sind, die Inhalte dieses Abschnitts verstanden zu
haben. Unter der URL http://automatonsimulator.com/ findet man eine Alter-
native zu FLACI.

Die folgende Aussage stellt einen Teil des am Anfang des Abschnitts angekiindigten
Zusammenhangs her.

“Man beachte, dass es sich hierbei lediglich um eine Konvention fiir die grafische Darstellung
handelt. Wenn wir spéter zum Beispiel in Beweisen tiber Automaten sprechen, dann sollen die immer
der mathematischen Definition entsprechen: S enthélt alle Zustdnde und die Ubergangsfunktion ist
auf ganz S x I definiert.
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Zu jedem endlichen Automaten A gibt es eine reguldre Grammatik G mit
L(G) = L(A).

Beweis. Der Beweis ist naheliegend und ergibt sich quasi von selbst. Zum Auto-
maten® A = (Z,1,8, s, F) definieren wir G = (N, T, B.S) zunichst durch N = Z,
T = I, S = s. Fiir jeden Ubergang (Pfeil) §(B, a) = C fiigen wir zu P die Produktion
B — aC hinzu. Fiir jeden Zustand B € F fligen wir aulerdem B — ¢ hinzu. |

Aufgabe 5.7. Uberzeugen Sie sich anhand von Beispielen, dass die Konstruktion im
Beweis von Lemma 5.1 wirklich immer eine reguldre Grammatik liefert, die dieselbe
Sprache erzeugt.

xAufgabe 5.8. Warum kann man die Konstruktion aus dem Beweis von Lemma 5.1
nicht einfach ,,umkehren®, um zu zeigen, dass es zu jeder reguldren Grammatik G
einen endlichen Automaten A mit L(A) = L(G) gibt?

SchlieBlich noch ein paar Lemmata, die wir spater noch brauchen werden:

Zu jedem endlichen Automaten A mit Eingabealphabet I gibt es einen Auto-
maten, der die Sprache I* \ L(A) akzeptiert.

Aufgabe 5.9. Der Beweis dieser Aussage ist so ,billig“, dass Sie eigentlich selbst darauf
kommen sollten. Wenn Sie besser in konkreten Beispielen denken kénnen, tiberlegen
Sie sich zunéchst, was Sie an dem allerersten Automaten aus diesem Abschnitt &ndern
miissten, damit er alle Worter aus {a,b}* aujfSer denen akzeptiert, die mit bb anfan-
gen. (Wohlgemerkt: Sie sollen den vorhandenen Automaten mit mdoglichst geringem
Aufwand dndern, nicht etwa einen neuen bauen.)

Sind L; und L, Sprachen iiber demselben Alphabet /, die von endlichen Au-
tomaten akzeptiert werden, dann gibt es auch einen Automaten, der L; U L
akzeptiert.

Beweis. Sei jeweils A; = (S;,1,0;,s;, F;) der Automat mit L; = L(A;). Wir laufen
nun ,parallel“ durch beide Automaten durch. Dafiir definieren wir einen neuen
Automaten, dessen Zustandsmenge S; x Sy ist. Sein Startzustand soll (sy, s2) sein
und seine Ubergangsfunktion wird definiert durch

0((s,1),a)=(01(s,a),02(t, a))

firae I, se S;und t € Sy. Als Menge der akzeptierenden Zustinde nehmen wir
{(s,t) € 81 x Sy : s€ F; oder t € F,}. Es sollte hoffentlich nicht schwer zu verstehen
sein, dass dieser Automat — den man iibrigens den Produktautomaten von A;
und A, nennt — die Vereinigung von L; und L, akzeptiert. [ ]

8Im Beweis nennen wir die Menge der Zustéinde Z, weil der Buchstabe S auch fiir das Startsymbol
der Grammatik verwendet wird.

Lemma 5.1

Lemma 5.2

Lemma 5.3

Produktautomat
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Lemma 5.4 Sind L; und L, Sprachen itiber demselben Alphabet I, die von endlichen Auto-
maten akzeptiert werden, dann gibt es auch Automaten, die L; N Ly bzw. L1\ L,
akzeptieren.

Aufgabe 5.10. Denken Sie sich zwei einfache endliche Automaten aus (oder bedienen
Sie sich bei den bisherigen Beispielen) und fiihren Sie den Beweis von Lemma 5.3
anhand dieser beiden konkret durch.

Aufgabe 5.11. Uberlegen Sie sich einen Beweis fiir Lemma 5.4. (Hinweis: Sie miissen
gar keine Automaten konstruieren. Verwenden Sie einfach die Regeln von De Morgan,
die Sie aus Kapitel 15 von KMFI kennen.)

6. Nichtdeterministische endliche Automaten

In diesem Abschnitt begegnen wir zum ersten Mal einem wichtigen Konzept der

Nichtdeterminismus  Theoretischen Informatik,? dem Nichtdeterminismus. Die Automaten, die wir bis-
her kennen, arbeiten deterministisch. Damit ist gemeint, dass sie bei derselben
Eingabe immer dasselbe machen; ihr Verhalten ist vollstdndig vorhersehbar. Bei
nichtdeterministischen Automaten ist das anders.

Definition Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (englisch nondeterministic
finite automaton, NFA) ist ein 5-Tupel A= (S, 1,9, so, F), das sich von einem de-
terministischen endlichen Automaten lediglich in einem Detail unterscheidet:
NFA 0 ist eine Funktion von S x I nach Z2(S) statt nach S.

J

E ; E Die erweiterte Ubergangsfunktion §* bildet nun von £2(S) x I'* nach 2(S) ab und
wird fiir T< S, a€ I und w € I definiert durch

E 6"(T,e)=T und
6" (T,aw) = |J 6*6(s,a), w).
seT

Und die von einem NFA A akzeptierte Sprache ist jetzt
LA ={weI":6"(so}, w)NF #@}.
Aufgabe 6.1. Analog zu Aufgabe 5.1 kann man durch Einsetzen in die Definition nach-

rechnen, dass sinnvollerweise §* ({s}, a) = 4(s, a) fiir s € Sund a € I gilt. Machen Sie
das bitte!

Wie ist diese neue Definition gemeint? Die Ubergangsfunktion gibt fiir einen be-
stimmten Zustand und ein in diesem Zustand konsumiertes Zeichen nun nicht

9Fiir die Einfithrung dieser Idee wurden der Amerikaner Dana Scott und der Israeli Michael Rabin
mit dem Turing Award ausgezeichnet. Das ist gleichsam der Nobelpreis der Informatik. Den Namen
Rabin haben Sie vielleicht schon einmal im Zusammenhang mit dem Miller-Rabin-Test gehort.
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mehr einen Zustand an, in den der Automat wechseln muss, sondern sie gibt eine
Mengevon Zustdnden an, aus denen sich der Automat gewissermalien einen Folge-
zustand ,,aussuchen kann. Man kann es auch so interpretieren, dass es fiir ein vom
Automaten konsumiertes Wort ggf. mehrere Wege vom Startzustand durch den
Automaten gibt. Das Wort wird akzeptiert, wenn mindestens einer dieser Wege zu
einem akzeptierenden Zustand fiihrt.!° Fiir die grafische Darstellung heift das ein-
fach, dass es potentiell mehr Pfeile gibt: Haben wir beispielsweise 6 (sg, @) = {s1, S2},
dann gibt es vom Zustand sy aus zwei Pfeile, an denen das Symbol a steht: einen
nach s; und einen nach s,.

»aa

a
S0 $1 S2 $3
b
@—’ a a {s,s st @ {sys3}
5 b @ @ {s3} @

An der Grafik hier kann man gut ablesen, dass es zwei Wege fiir Worter gibt, die
mit dem Symbol a anfangen. Ein Wort wie a® wird im oberen Teil akzeptiert, wobei
der Weg durch den Automaten im Zustand s; endet. Ein Wort wie (ab)? wird im
unteren Teil akzeptiert, wobei der Weg im Zustand s3 endet.

Ubrigens wird in der Definition die leere Menge als Funktionswert nicht verboten.
Das ist nicht schlimm und auch im obigen Beispiel zu sehen. Gilt § (s, a) = @, dann
entspricht das der Situation in einem deterministischen endlichen Automaten, der
vom Zustand s aus in einen Fehlerzustand iibergeht, wenn er das Symbol a konsu-
miert. Fiir nichtdeterministische Automaten brauchen wir somit die Konvention
mit dem Fehlerzustand nicht mehr, weil es ,legal” ist, wenn von einem Zustand
nicht fiir jedes Symbol aus dem Eingabealphabet (mindestens) ein Pfeil ausgeht.

Aufgabe 6.2. Welche Sprache wird von dem Automaten im Beispiel akzeptiert?

Aufgabe 6.3. Zeichnen Sie einen (moglichst einfachen) nichtdeterministischen endli-
chen Automaten mit dem Eingabealphabet Xy, in dem es fiir das Wort 01 mindes-
tens zwei Wege gibt, von denen nur einer in einem akzeptierenden Zustand endet.

Aufgabe 6.4. Wie kann man zu einem vorgegebenen deterministischen Automaten
A=(S,1,6, s, F) einen nichtdeterministischen Automaten A’ = (S, 1,8, sy, F) konstru-
ieren, so dass L(A) = L(A’) gilt? (Beachten Sie, dass sich laut Aufgabenstellung auRer
der Ubergangsfunktion nichts dndern soll. Das ist einfacher, als Sie evtl. denken. Man
muss nur die formalen Definitionen verstanden haben.)

Man mag zunichst den Eindruck haben, dass die nichtdeterministischen Automa-
ten ,méachtiger sind als die deterministischen: dass sie mehr Sprachen akzeptieren

10yielleicht stellen Sie sich das wie einen Parallelrechner vor, der mehrere Wege gleichzeitig aus-
probieren kann.
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konnen. Das ist aber nicht der Fall, denn es gilt auch die Umkehrung von Aufga-
be 6.4:

Satz von Rabin und Scott
Zu jedem nichtdeterministischen endlichen Automaten A = (S, [,9, o, F) gibt
es einen deterministischen Automaten A’ mit L(A) = L(A").

Beweis. Der , Trick” ist, als Menge der Zustdnde von A’ die Menge alle Zustands-
mengenvon Azunehmen: S’ = 22(S). Der neue Startzustand ist {so}, die zugehorige
Ubergangsfunktion wird definiert durch'!

6'(s,a)=Jé(t,a)={reS:reé(ta)firein r € s}

tes

und die Menge der akzeptierenden Zustdnde durch F' = {s€ S': sn F # ¢}. Auf
den formalen Nachweis, dass dieselbe Sprache akzeptiert wird, werden wir hier
verzichten. Wir schauen uns lieber gleich ein Beispiel an. [

Im diesem Beispiel sieht A so aus:

ab ) b
—>( So S2 S1 a
G Co—=()

A’ protokolliert“ quasi alle moglichen Wege durch A simultan. Befindet man sich
beispielsweise im Zustand sy, so fithrt das Symbol a zu s; oder s,. Und ist man in
einem von diesen beiden Zustidnden, so fithrt b nur zu s;. Daher zeigt ein a-Pfeil
von {sp} nach {s;, s} und ein b-Pfeil von dort nach {s;}.

Beachten Sie jedoch, dass wir fiir die Aussage dieses Satzes einen ggf. hohen Preis
zahlen miissen, weil die Anzahl der Zustidnde des deterministischen Automaten

UHier steht s fiir eine Menge von Zustinden von A und damit fiir einen Zustand von A'. ¢ steht fiir
Elemente von s, also fiir Zustdnde von A.
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exponentiell mit der Anzahl der Zustdnde des Ausgangsautomaten ansteigt. Hat A
z.B. zehn Zustinde, so wird A’ bereits 2'° = 1024 Zustdnde haben.

Jedenfalls konnen wir nun das Pendant zu Lemma 5.1 beweisen.

Zu jeder reguldren Grammatik G gibt es einen deterministischen endlichen
Automaten A mit L(A) = L(G).

Beweis. Wie in Aufgabe 5.8 bereits angekiindigt definieren wir zur Grammatik
G = (N, T, P,S) einen nichtdeterministischen Automaten A = (Z, 1,9, sy, F) durch
Z =N, I=Tund sg=S. Fiir jede Produktion B — aC fiigen wir einen a-Pfeil von
B nach C hinzu. Fiir jede Produktion B — £ machen wir B zu einem akzeptieren-
den Zustand. Nach Satz 6.1 konnen wir auf der Basis von A anschliefend einen
deterministischen Automaten fiir dieselbe Sprache konstruieren. |

Damit kénnen wir als erstes groeres Resultat festhalten, dass wir nun zwei ganz
unterschiedliche Charakterisierungen derselben Menge von Sprachen haben:

Eine Sprache ist genau dann regulér (wird also von einer reguldren Gramma-
tik erzeugt), wenn sie von einem (deterministischen) endlichen Automaten
akzeptiert wird.

Aufgabe 6.5. Durch Satz 6.3 erhdlt man einen alternativen Beweis fiir das Pumping-
Lemma 4.1. Dabei spielt die Menge S der Zusténde die Rolle, die im urspriinglichen
Beweis von der Menge N der Nichtterminalsymbole gespielt wurde. Kénnen Sie den
Beweis skizzieren?

*Aufgabe 6.6. Die Definitionen fiir nichtdeterministische endliche Automaten sind
in der Fachliteratur nicht immer identisch.!? In manchen Biichern diirfen solche
Automaten eine Menge von Startzustdnden haben, von denen sie sich dann ebenfalls
einen ,aussuchen“ diirfen. Uberzeugen Sie sich davon, dass die Konstruktion im
Beweis von Satz 6.1 mit dieser erweiterten Definition trotzdem noch funktionieren
wiirde. Auch solche Automaten akzeptieren also nicht mehr Sprachen als die, die wir
schon kennen.

*Aufgabe 6.7. Noch eine Sache, die nicht einheitlich geregelt ist: In einigen Biichern
werden sogenannte ¢-Ubergdinge zugelassen. Damit ist gemeint, dass der Definiti-
onsbereich von 6 nicht S x I, sondern S x (I U {€}) ist. Gilt § (s, &) = T, so bedeutet das,
dass der Automat vom Zustand s in einen der Zustdnde aus T wechseln darf (aber
nicht muss), ohne ein Zeichen zu konsumieren.!? Uberlegen Sie sich, dass man auch
dadurch nichts gewonnen hat. Mit anderen Worten: Geben sie an, wie man einen
nichtdeterministischen endlichen Automaten mit e-Ubergéngen zu einem ohne sol-
che Uberginge umbauen kann, der dieselbe Sprache akzeptiert. (Der Einfachheit
halber darf das Ergebnis mehrere Startzustdnde wie in Aufgabe 6.6 haben.)

12Und ich selbst bin auch nicht immer konsistent. In alten Videos (2015 oder friiher) arbeite ich
teilweise mit den Definitionen, die hier und in der folgenden Aufgabe beschrieben sind.
13AuRerdem muss dann sinnvollerweise immer s € §(s, £) gelten.

Lemma 6.2

Satz 6.3

e-Ubergang
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Beachten Sie, dass es auch ,Reihenschaltungen“ und , Zyklen“ von e-Ubergéngen
geben kann, also z. B. Zustdnde s;, sp und s3 mit s, € §(s1,€) und s3 € 6(s2,€) oder
$2 €9(s1,€) und s1 € 5(sp,€).

Aufgabe 6.8. Auch an dieser Stelle empfehle ich wieder FLACI, denn damit kann man
auch den Umgang mit nichtdeterministischen Automaten iiben. Auch mit der in
Aufgabe 5.6 genannten Alternative ist das méglich. Die erlaubt sogar e-Uberginge.

Aufgabe 6.9. In der Mathematik mdchte man immer moglichst ,,schlanke“ Definitio-
nen ohne iiberfliissigen Ballast haben. Deterministische endliche Automaten diirfen
nur einen Startzustand haben, aber mehrere Endzustdnde. Man kénnte sich fragen,
ob das wirklich nétig ist oder ob ein Endzustand nicht evtl. reicht. Begriinden Sie am
Beispiel der Sprache L ={w € {0}* : 3| |w| oder 5 | |w|}, dass deterministische endli-
che Automaten mit nur einem Endzustand nicht jede regulédre Sprache akzeptieren
wiirden.!*

Mithilfe der nichtdeterministischen endlichen Automaten kénnen wir nun sehr
einfach zwei Lemmata beweisen, die die vom Ende des letzten Abschnitts ergdnzen.

Sind L; und L, Sprachen iiber demselben Alphabet /, die von endlichen Auto-
maten akzeptiert werden, dann gibt es einen Automaten, der L; o L, akzeptiert.

Beweis. Nach den bisherigen Uberlegungen ist klar, dass es egal ist, ob wir deter-
ministische oder nichtdeterministische Automaten betrachten. Der Einfachheit
halber gehen wir von deterministischen Automaten A; und A, fiir L; bzw. L, aus,
die die Form A; = (S;, 1,6}, s;, F;) haben. O.B.d. A. seien S; und S, disjunkt.15 Wir
konstruieren daraus einen nichtdeterministischen endlichen Automaten A fiir
Ly o L, wie folgt: Die Zustandsmenge ist S; U S», der Startzustand ist s; und die
Menge der akzeptierenden Zustdnde F,. Wir behalten alle vorhandenen Pfeile bei,
fiigen aber fiir jeden Zustand s aus F; einen e-Ubergang (siehe Aufgabe 6.7) von s
nach s, hinzu. [ ]

Zu jedem endlichen Automaten A gibt es einen Automaten, der die Sprache
L(A)* akzeptiert.

Aufgabe 6.10. Uberlegen Sie sich, wie ein Automat aussehen miisste, mit dem man
Lemma 6.5 beweisen kann.

Insgesamt haben wir durch die Lemmata 5.2, 5.3, 5.4, 6.4 und 6.5 nun die folgende
Aussage bewiesen.

Die Menge der reguldren Sprachen iiber einem festen Alphabet X ist abge-
schlossen gegen Vereinigung, Durchschnitt, Komplement, Konkatenation und
kleenesche Hiille.

14Mit k | nist hier gemeint, dass k ein Teiler von 7 ist. Siehe Kapitel 4 in KMFI.
15gpliten S; und S, nicht disjunkt sein, ersetze man sie durch die Mengen S x {1} und Sz x {2}.
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Im Folgenden werden wir sehen, dass wir dadurch eine weitere Charakterisierung
der reguldren Sprachen erhalten haben.

Aufgabe 6.11. Nichtdeterministische Automaten liefern uns iibrigens auch einen ein-
facheren Beweis fiir Lemma 5.3. Sehen Sie ihn?

7. Regulire Ausdriicke

Eine weitere Moglichkeit, reguldre Sprachen zu beschreiben, sind die sogenannten
reguldren Ausdriicke. Die spielen in der Praxis der Informatik eine gro3e Rolle, seit
sie 1973 erstmals in dem Unix-Tool grep verwendet und spéter (ab 1987) durch
die Programmiersprache PERL popularisiert wurden.'®

Wir definieren zunéchst rekursiv die Syntax solcher Ausdriicke, ohne tiber ihre
Bedeutung zu sprechen:

Sei X ein Alphabet. Alle Zeichen von X sowie die Symbole!” £ und ¢ sind
regulédre Ausdriicke {iber X. Sind ferner a und f irgendwelche reguldren
Ausdriicke tiber Z, so sind auch die Zeichenketten a 8, (a+ ) und («)* reguldre
Ausdriicke iiber X.18

Reguldre Ausdriicke tiber Xy, sind also z.B. €, @, 0, @1, 00¢, (@1 +00¢), (11)* oder
((10+¢))*. Hingegen sind nach dieser Definition (10), () oder 1** keine regulédren
Ausdriicke iiber Zp 0.

Wenn keine Gefahr von Missverstindnissen besteht, lassen wir Klammern in
reguldren Ausdriicken weg und folgen dabei den aus der Schule bekannten
Regeln fiir arithmetische Ausdriicke, wobei (a + §) wie Addition (,Strichrech-
nung"), af wie Multiplikation (,Punktrechnung®) und (@)* wie Exponentiati-
on behandelt wird. Wir wiirden statt ((10 + ¢))* also (10 + €)* schreiben, aber
nicht 10 + £*. Insbesondere soll sich ein Stern ohne Klammern immer nur auf
das vorangehende Zeichen beziehen, d. h., dass ab* fiir a(b)* steht und nicht
fiir (ab)*. (Das ist also wie bei Potenzen von Zahlen.)

Nun kommen wir zur Semantik — also zur intendierten Bedeutung — der regulidren
Ausdriicke.

16Die dort eingesetzten reguldren Ausdriicke sind aber méchtiger als die in diesem Kapitel be-
sprochenen, da sie Erweiterungen wie z. B. Riickwirtsreferenzen unterstiitzen, die in den reguldren
Sprachen der Chomsky-Hierarchie nicht vorgesehen sind. Siehe Aufgabe 7.4.

17Wir setzen bei dieser Definition stillschweigend voraus, dass € und @ keine Zeichen von X
sind. Aullerdem sind sie auf jeden Fall als unterschiedliche Symbole gemeint, wenn sie auch als
mathematische Objekte (siehe Fullnote 8 auf Seite 5) gleich sein sollten.

18[n manchen Biichern wird auch das Zeichen | statt + benutzt.

Definition

Konvention
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Definition Jedem reguldren Ausdruck « iiber X ordnen wir folgendermafen eine Spra-
che Z(a) tiber X zu: Zunichst setzen wir £ (@) = ¢ und Z£(¢) = {&} sowie
Z(a) ={a} fiir alle a € Z. Sind a und g beliebige reguldre Ausdriicke iiber Z,
so definieren wir ferner rekursiv

ZLap)=ZL(a)o ZL(P),
La+p)=ZL(@uZ(B) und
La") =L )"

. J

Beachten Sie, dass nach unserer Konvention beispielsweise 0* zwar ein regulédrer
Ausdruck tiber Zy,,0; ist, aber nach wie vor kein Wort. (Siehe auch Aufgabe 1.15.)
Der reguldre Ausdruck 0* beschreibt eine Sprache.

Aufgabe 7.1. Geben Sie die Sprachen zu den folgenden drei reguldren Ausdriicken
iiber Tpoor an: 11, 11+0, (11 +0)*.

Aufgabe 7.2. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

£(00") ={0}"
£(00%) = {00}*
Z(a(b+c)) ={ac,ab}
Z(a(b+c)) ={ba,bc}
Z(a(d+c)) ={abc}
L(0(0+0%)=£(0%0)

a=f  Fir £(a) = £(B) werden wir abkiirzend a = f schreiben. Einige , Rechenregeln®
sollten offensichtlich sein:

Lemma 7.1 Sind a, § und y regulédre Ausdriicke iiber derselben Sprache, dann gilt:

@ (@+B)+y=a+(B+7y) Assoziativitat von +

(i) (@B)y=a(By) Assoziativitat der ,,Multiplikation“

(iii) a+p=p+a Kommutativitidt von +

(iv) af+ay=a(B+y) Distributivitat

W) a+ta=a Idempotenz von +

Vi) a+9=a Neutrales Element bzgl. +

(vii) ap =9 Absorbierendes Element der , Multiplikation®

(viii)) ae=a Neutrales Element bzgl. der ,,Multiplikation*

Aufgabe 7.3. Machen Sie sich anhand von Beispielen klar, dass die Aussagen aus
Lemma 7.1 alle korrekt sind. Uberlegen Sie sich dann, ob die folgenden ,Rechenregeln®
fiir Sprachen iiber {a, b} ebenfalls richtig sind, und geben Sie ggf. Gegenbeispiele an.
(i) a(a+a*)=a*a
(i) a(b+a*)=a*b
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(iii) (ab*+ba*)=(a+b)(a+b)*
(iv) (@+b)*=(@"+b*")*

Reguldre Ausdriicke sind so definiert, dass man mit ihnen nur reguldre Sprachen
beschreiben kann. Das ldsst sich ganz einfach begriinden.

Zu jedem reguldren Ausdruck « iiber X gibt es einen endlichen Automaten,
der die Sprache £ (a) akzeptiert.

Beweis. Fiir die einfachen reguldren Ausdriicke @, € und a € X ist es trivial, Automa-
ten zu konstruieren:

Und wenn es Automaten fiir £ (a) und Z(p) gibt, dann gibt es nach Lemma 5.3
einen fiir £ (a + B), nach Lemma 6.4 einen fiir £ (af) und nach Lemma 6.5 einen
fiir £(a™*). Das war’s schon. [ ]

Gleichzeitig sind reguldre Ausdriicke aber auch expressiv genug, um alle regulére
Sprachen zu beschreiben.

Die reguldren Sprachen iiber einem Alphabet X sind genau die Sprachen, die
von reguldren Ausdriicken iiber X beschrieben werden.

Beweis. Eine Hélfte dieser Aussage wurde in Lemma 7.2 bereits bewiesen. Fiir die
andere Héilfte geben wir uns einen Automaten A = ({sy,..., s}, %, 8, s1, F) vor und
definieren fiir i, j € {1,...,n} und k € {0,..., n} die Sprache R(i, j, k) als die Menge
aller Worter, die vom Zustand s; zum Zustand s; fithren, ohne dass dazwischen
Zustiande s;, mit m > k vorkommen.

Wenn man diese Definition verstanden hat, kann man sich leicht die folgenden
Zusammenhénge klarmachen:

S 6(sa) = 5; ..
R(i, },0) = tae:0ls;,a) = sj) ”é] (7.1)
{aeZ:6(s;,a)=sjtulel i=]
R(i,j,k+1)=R(,j,k)U(RG, k+1,k)oR(k+1,k+1,k)* oR(k+1,j,k))
(7.2)
L= U RQjn (7.3)
jeil,..,n}
sjeF

Im Detail besagt (7.1), dass R(i, j,0) nur aus Symbolen bestehen kann, die an
Pfeilen stehen, die direkt von s; auf s; zeigen, weil die Null im dritten Argument
»,Umwege“ liber weitere Zustdnde verbietet. Wir miissen nur beachten, dass der Fall
i = j nicht verboten ist und dann noch das leere Wort hinzukommt. (7.2) besagt,
dass wir einen Weg von s; nach s;, der (evtl. mehrfach) iiber den Zustand sy

Lemma 7.2

Satz 7.3
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fiithrt, zerlegen konnen in Teile, die bei diesem Zustand starten oder enden (oder
beides) und zwischendurch nur Zustdnde mit kleineren Indizes besuchen. Und
Gleichung (7.3) ist schlicht und einfach eine andere Art, die Definition von L(A)
aufzuschreiben.

Entscheidend sind die folgenden Beobachtungen: Wir konnen L(A) durch endlich
viele Sprachen der Form R(1, j, n) beschreiben und diese wiederum mittels (7.2)
in andere Sprachen dieser Art zerlegen, die wir analog erneut zerlegen konnen
und so weiter. Bei jeder solchen Zerlegung wird aber das dritte Argument kleiner,
so dass der Prozess irgendwann beendet sein wird. Das geschieht dann, wenn
nur noch Sprachen der Form R(i, j,0) verbleiben, die nach (7.1) eine einfache
Form haben. Solche Sprachen lassen sich offensichtlich durch regulédre Ausdriicke
beschreiben. Und bei der Rekonstruktion von L(A) mittels (7.2) und (7.3) werden
nur Konkatenation, kleenesche Hiille und Vereinigung benétigt, was wir auch
jeweils mithilfe von reguldren Ausdriicken beschreiben konnen. So erhalten wir
am Ende einen reguldren Ausdruck fiir die vom Automaten akzeptierte Sprache. B

Wir gehen den Beweis noch einmal anhand des folgenden Automaten A durch:

- 0 0,1

1

o

Weil es nur den einen akzeptierenden Zustand s, gibt, ist nach (7.3) die gesuchte
Sprache, fiir die wir einen reguldren Ausdruck konstruieren wollen, R(1,2,3). Die-
sen Ausdruck wandeln wir mittels (7.2) um, auf die so erhaltenen Teilausdriicke
wenden wir wieder (7.2) an und so weiter. Das sieht so aus:

R(1,2,3)=R(1,2,2)u
R(3,3,2)=R(3,3, 1)U
R(3,2,2)=R(3,2,1)U
R(1,3,2)=R(1,3,1) U
R(1,2,2)=R(1,2,1) U
R@3,3,1)=R(3,3,0)u
R@3,2,1)=R(3,2,0)u
R(2,3,1)=R(2,3,0)U
R(2,2,1)=R(2,2,0)U
R(2,1,1)=R(2,1,0) U
R(1,3,1) =R(1,3,0) U
R(1,2,1)=R(1,2,0)u

R(1,3,2)0R(3,3,2)* 0 R(3,2,2)
R(3,2,1)0R(2,2,1)* o R(2,3,1)
R(3,2,1)0R(2,2,1)* o R(2,2,1)
R(1,2,1)oR(2,2,1)* o R(2,3,1)
R(1,2,1)0R(2,2,1)* 0 R(2,2,1)
R(3,1,0)0R(1,1,0)* o R(1,3,0)
R(3,1,0)0R(1,1,0)* o R(1,2,0)
R(2,1,0)0R(1,1,0)* o R(1,3,0)
R(2,1,0)0R(1,1,0)* o R(1,2,0)
R(2,1,0)0R(1,1,0)* o R(1,1,0)
R(1,1,0)0R(1,1,0)* o R(1,3,0)
R(1,1,0)0R(1,1,0)* o R(1,2,0)

e Neen e Rean e Nean ean e e e e aun

)
)
)
)
)
)
) (7.4)
)
)
)
)
)
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Nun haben wir nur noch Ausdriicke der Form R(i, j,0) vor uns, auf die wir (7.3) an-
wenden, um das Ergebnis dann sofort in einen reguldren Ausdruck zu konvertieren.
Das ergibt

R(1,1,0) = {e} = Z(¢),
R(1,2,0) = {0} = £(0),
R(1,3,0)={1} =£(),
R(3,3,0) = R(2,2,0) = ZppoU{e} =Z£O0+1+¢€) und
R(i,j,00=9¢ =%(p) fiir alle anderen Fille.

Das setzen wir nun , riickwiérts“ in die Gleichungen aus (7.4) wieder ein, wandeln
in reguldre Ausdriicke um und vereinfachen diese gleich:

R(1,2,1) - 0+£€*0=0

R(1,3,1) > 1+ec*1=1
R2,1,1)>p+@c'e=¢

R2,2,1) > (0+1+&)+@e*0=0+1+¢
R2,3,1)—g+pe"1=9
R(33,2,1) > @+@e*0=9

R(3,3,1) > (0+1+&)+@e"1=0+1+¢
R(1,2,2) > 0+0(0+1+&)*(0+1+&)=00+1)"
R(1,3,2)—>14+00+1+&)*p=1

R(3,2,2) > @+@o(0+1+&)*0+1+6)=¢
R3,3,2)— 0+1+&)+@(0+1+&)*@d=0+1+¢
R(1,2,3) - 0(00+1)*+10+1+)@=00+1)"

Der letzte Schritt liefert L(A) = £(0(0 + 1)*) und das Beispiel demonstriert gleich-
zeitig, wie aufwendig dieser Prozess bereits fiir einen Automaten mit nur drei
Zustanden ist. Aber das macht nichts, weil es ja nur darum ging, die prinzipielle
Machbarkeit zu beweisen. Wir haben nun jedenfalls drei verschiedene Moglichkei-
ten, dieselben Sprachen zu beschreiben: durch Grammatiken, durch Automaten
oder durch reguldre Ausdriicke.

*Aufgabe 7.4. Die meisten Programmiersprachen, die reguldre Ausdriicke untersttit-
zen, verwenden die Syntax von PERL. (Es gibt diverse Tools, mit denen man diese doch
recht gewshnungsbediirftige ,Sprache” lernen kann, z. B. The Regex Coach.) Geben
Sie einen reguldren Ausdruck in PERL-Syntax an, durch den eine Sprache beschrieben
wird, die nicht reguldr im Sinne des Skripts ist.

Aufgabe 7.5. FLACI (siehe Aufgabe 5.6) kann reguldre Ausdriicke in Automaten um-
wandeln und umgekehrt. (Beachten Sie allerdings, dass dort eine andere Syntax ver-
wendet wird. Siehe Aufgabe 7.4.) Experimentieren Sie damit. Wenn Sie beispielsweise
einen reguldren Ausdruck in einen Automaten und diesen wieder in einen reguldren
Ausdruck verwandeln, wird der resultierende Ausdruck manchmal komplizierter als
der urspriingliche sein.
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*Aufgabe 7.6. Ein , klassisches” Programm, das reguldre Ausdriicke verwendet, ist 1ex.
Wenn Sie daran interessiert sind, wie diese Ausdriicke in der Praxis der Informatik
eingesetzt werden, dann schauen Sie sich das vielleicht einmal an.

8. Der Satz von Myhill-Nerode

Wie bereits erwdhnt liefert das Pumping-Lemma nur eine notwendige Bedingung
fiir die Regularitidt und wir kénnen es daher nicht verwenden, um zu begriinden,
dass eine Sprache regulér ist. Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium liefert
ein Satz, der auf Arbeiten der Mathematiker John Myhill und Anil Nerode aus
GrolSbritannien bzw. den USA basiert.

Deren Idee war die folgende: Fiir eine Sprache L iiber einem Alphabet ~ definieren
wir wy ~p wy fiir Worter wy, wy € £* (die sogenannte Nerode-Relation fiir L) durch

w1 v € L genau dann, wenn wo v € Lfiiralle ve =*

und sagen, dass wy und w, dquivalent® sind. Es handelt sich nimlich offensicht-
lich um eine Aquivalenzrelation,?® die die Menge ** in Aquivalenzklassen der
Form

(Wl ={veX :w~p v}

partitioniert, d. h., * ist die Vereinigung ez [w]; solcher Klassen und diese
sind paarweise disjunkt.?!

Nehmen wir als erstes Beispiel die Sprache L; = {0} o {1}*. An das Wort 0 kann
man beliebig viele Einsen anh#dngen (auch gar keine) und erhilt wieder ein Wort
der Sprache. Konkateniert man hingegen ein Wort, in dem mindestens eine Null
enthalten ist, ist das Resultat kein Wort von L, . Die gleiche Eigenschaft haben auch
Worter wie 01, 011 und so weiter. Es gilt also beispielsweise 0 ~z, 011 oder auch
01 ~7, 017 und insgesamt [0];, = L;. Das leere Wort ¢ hingegen hat logischerweise
die Eigenschaft, dass die Worter, die man anhidngen kann, um Worter aus L; zu
erhalten, genau die Worter von L; sind. Und offenbar ist in diesem Fall £ das einzige
Wort mit dieser Eigenschatft, d. h., es gilt [€];, = {€}. Alle anderen Worter konnen
nicht durch Anhingen weiterer Symbole zur Wértern von L; gemacht werden.
Ein Beispiel fiir ein solches Wort ist 1 und allgemein ergibt das [1];, =X\ L;.
Insgesamt zerféllt die Menge aller Worter somit in drei Klassen:

z"t>!;ool = [0, Ulelr, ULy,

Als weiteres Beispiel betrachten wir L, = {0"1" : n € N}. Jedes Wort, das nur aus
Nullen besteht, kann zu einem Wort von L, ergdnzt werden. Aber je nach An-
zahl der Nullen fiihren unterschiedliche Erginzungen zum Erfolg. 0° kann man

19Man miisste eigentlich hinzufiigen, beziiglich welcher Sprache sie dquivalent sind, aber das wird
im Folgenden immer aus dem Kontext ersichtlich werden.

20siehe dazu Abschnitt 5 im aktuellen Mathe-Skript.

21per Punkt iiber dem Vereinigungszeichen ist kein Fliegendreck, sondern er steht fiir die disjunkte
Vereinigung.
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durch Konkatenieren von 13 oder 01% zu einem Wort von L, machen, aber fiir 0°
oder 0? wiirde das nicht funktionieren. Ebenso kénnen Wérter der Form 0”1
mit 0 < m < n zu Wortern von L, gemacht werden, aber es gibt jeweils nur eine
Moglichkeit: man muss 1”7~ konkatenieren. Alle anderen Worter — solche, die mit
einer Fins anfangen oder in denen eine Null auf eine Eins folgt — konnen nicht
»gerettet“ werden: jedes Wort (auch das leere), das man an sie anhidngt, macht aus
ihnen ein Wort, das nicht zu L, gehért. Die Partition sieht in diesem Fall so aus:

Z;ool =[], U U [On]L2 U U [Onl]L2

neN neN+

Aufgabe 8.1. Wie viele Aquivalenzklassen bzgl. der Nerode-Relation ergeben sich fiir
L = {ab} und wie sehen sie aus?

Aufgabe 8.2. Wie viele Aquivalenzklassen bzgl. der Nerode-Relation ergeben sich fiir
L = {ab}* und wie sehen sie aus?

Aufgabe 8.3. Begriinden Sie, dass sich fiir L = { ww? : w e {a,b}*} unendlich viele
Aquivalenzklassen bzgl. der Nerode-Relation ergeben. Dabei soll w? das Wort sein,
das sich ergibt, wenn man die Reihenfolge der Symbole in w umkehrt. (abb)? ist also
bba und (aba)® ist aba.

Das versprochene Kriterium liefert nun das folgende Theorem:

Satz von Myhill-Nerode
Eine Sprache ist genau dann reguldr, wenn sie beziiglich der Nerode-Relation
nur endlich viele Aquivalenzklassen hat.

Beweis. Zunéchst der einfache Teil der Aussage: Ist eine Sprache iiber X regulér,
dann gibt es einen deterministischen endlichen Automaten (S, X, 8, so, F), der sie
akzeptiert. Jedes Wort w € Z* landet beim Durchlaufen des Automaten bei einem
bestimmten Zustand, ndmlich bei s = 6 * (s, w). Und offensichtlich sind alle Worter,
die ebenfalls bei s landen, beziiglich der Nerode-Relation dquivalent zu w. Da es
nur endlich viele Zustinde gibt, gibt es auch nur endlich viele Aquivalenzklassen.

Umgekehrt kann man zu einer Sprache L, die nur endlich viele Aquivalenzklassen
hat, einen Automaten bauen, der diese Sprache akzeptiert. Die entscheidende
Idee dabei ist, dass man die Klassen zu den Zustdnden des Automaten macht. Der
Rest ergibt sich dann mehr oder weniger von selbst. Der Startzustand ist natiirlich
[e] und akzeptierend miissen alle Zustidnde der Form [w] fiir w € L sein. Ist a
ein Symbol von X, dann setzt man é([w]g,a) = [wal] fiir alle w € £*. Es muss
nur noch gezeigt werden, dass 6 dadurch wohldefiniert ist, dass wir also keine
widerspriichlichen Definitionen vorgenommen haben. Das folgt aber daraus, dass
w; ~1, wo offensichtlich w;a ~; w,a impliziert, wie man sich leicht iiberlegt. W

Den zweiten Teil des Beweises gehen wir noch anhand eines Beispiels durch. Dazu
betrachten wir die Sprache L; = {0} o {1}* von oben. Deren Aquivalenzklassen [0],,

Satz 8.1
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[€]z, und [1]z, werden zu Zustdnden. (€], wird der Startzustand und [0], ist der
einzige akzeptierende Zustand, weil € und 1 nicht zur Sprache L; gehoren. Die
Ubergangsfunktion sieht folgendermaRen aus (wobei wir zur Abkiirzung den Index

an der rechten eckigen Klammer weglassen):

1
(€] [0] (1] 0

0 [e0]=[0] [00]=1[1] [10]=[1]
1 let]=[1] [01]=[0] [11]=[1] @30,1

Aufgabe 8.4. Machen Sie dasselbe fiir die Sprache aus Aufgabe 8.2.

Aufgabe 8.5. Mit Satz 8.1 ist klar, dass die Sprache aus Aufgabe 8.3 nicht regulér ist.
Begriinden Sie auf die gleiche Art, dass L = {akbk : k € N} nicht reguldr ist.22

Ganz nebenbei liefert uns Satz 8.1 noch eine hilfreiche Folgerung. Es ist offen-
sichtlich, dass es verschiedene Automaten gibt, die dieselbe Sprache akzeptieren.
Es ist allerdings auch klar, dass es zu jeder Sprache einen sie akzeptierenden Au-
tomaten mit minimaler Anzahl von Zustdnden geben muss, den sogenannten
Minimalautomaten fiir diese Sprache. Warum man von dem (und nicht von einem)
Minimalautomaten spricht, begriindet die folgende Aussage.

Fiir jede regulédre Sprache gibt es (bis auf die Benennung der Zustdnde) nur
einen Minimalautomaten. Er kann mittels der Nerode-Relation konstruiert
werden.

Beweis. Der im Beweis von Satz 8.1 konstruierte Automat muss aufgrund der Argu-
mentation im ersten Absatz des Beweises eine minimale Anzahl von Zustdnden
haben, denn ein Automat mit weniger Zustinden hitte auch weniger Aquivalenz-
klassen. Dass es keinen anderen Automaten mit derselben Anzahl von Zustdnden
geben kann, folgt durch diesen Gedankengang ebenfalls: Da alle Worter, die im
selben Zustand landen, dquivalent sind und es in einem Automaten mit minimaler
Anzahl von Zustdnden nicht mehr Zusténde als Aquivalenzklassen gibt, sind die
Zustinde faktisch die Aquivalenzklassen und fiir jedes Wort steht damit sein , Ziel“
fest. Dadurch ist die Ubergangsfunktion eindeutig bestimmt. [

Dieser Beweis klért allerdings noch nicht, wie man aus einem vorhandenen Auto-
maten (S, 1,9, sy, F) den Minimalautomaten konstruieren kann, ohne den Umweg
tiber die akzeptierte Sprache zu gehen. Dafiir gibt es jedoch einen Algorithmus,
der direkt die Nerode-Relation aufbaut und der aus zwei Teilen besteht:?3

(i) Erstelle eine Liste aller Zustidnde und streiche sy durch.

224, das wissen wir eigentlich schon, weil sie als Beispiel hinter Lemma 4.1 vorkam.
23Hierbei geht es immer um den ganzen Automaten inklusive Fehlerzustand. Siehe Fufnote 7 auf
Seite 18.
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(i)

(iif)

(iv)

W)

(vi)

(vii)

(viii)
(ix)

Streiche alle Zustdnde durch, auf die ein Pfeil von einem durchgestrichenen
Zustand zeigt, also alle s € S, fiir die es ein durchgestrichenes s’ € S und ein
a€ I mitd(s',a) = s gibt.

Wiederhole den letzten Schritt, bis sich nichts mehr dndert.

Alle nicht gestrichenen Zustdnde kdnnen nun entfernt werden, weil sie vom
Startzustand aus nicht erreicht werden konnen. Die Restmenge nennen
wir §'.

Erstelle eine Tabelle fiir S’ x S'. Die Tabelle hat also fiir jeden verbleibenden
Zustand sowohl eine Zeile als auch eine Spalte.

Markiere alle Paare (s, s') aus S’ x §, fiir die s€ Fund s’ ¢ F oder s’ € F und
s¢ Fgilt.

Markiere alle Paare (s, s’) und (s, s) aus S’ x §, fiir die (6(s, @), (s', a)) fiir ein
a € I bereits markiert ist.

Wiederhole den letzten Schritt, bis sich nichts mehr dndert.

Alle Zustandspaare (s, s') mit s # s', die nun nicht markiert sind, sind dquiva-
lent?* und kénnen durch einen der beiden Zustinde ersetzt werden. Wird
s" entfernt, so miissen alle Pfeile, die auf s’ zeigten, nun auf s ,umgeleitet“

werden. Aus zwischen s und s’ verlaufenden Pfeilen werden Pfeile von s auf
sich selbst.?®

Wir ersparen uns den (nicht schweren, aber technischen) Beweis, dass dieser
Algorithmus immer funktioniert, und schauen uns ein Beispiel an.

Im ersten Teil des Algorithmus sieht unsere Liste folgendermal3en aus:
= 56, S1, 82, 83, S4, S5
= 56, 1, 52, 83, 4, S5
= 50, 5, 55, 55, Sa, S5

Weil es danach keine Anderungen mehr gibt, kénnen wir s4 und s5 entfernen und
es verbleibt der folgende Automat.

24Das ist etwas flapsig formuliert. Die Zustinde sind in dem Sinne , dquivalent®, dass Worter, die
bei diesen Zustdnden landen, bzgl. der Nerode-Relation dquivalent sind.

25Dabei werden Dopplungen natiirlich vermieden. Um die Pfeile, die von s’ ausgehen, miissen wir
uns nicht kiitmmern, weil s und s’ dquivalent sind.
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Jetzt erstellen wir die Tabelle, die uns die Nerode-Relation liefern wird. (Da die
Relation symmetrisch ist, knnen wir uns etwas Arbeit sparen. Das sind die grauen
Quadrate.) Da nur s3 ein Endzustand ist, kann s3 zu keinem der anderen Zustidnde
dquivalent sein.

So S1 S22 S3

So
$1
$2
53

Man sieht nun, dass das Zeichen 1 von sy zu s> und von s; zu s3 fiihrt. Weil (s», s3)
markiert ist, muss (sp, s1) markiert werden. Analog muss (sp, s2) markiert werden,
denn von den beiden fiihrt 1 zum markierten Paar (s», s3).

So S1 S22 S3

So
$1
$2
53

X X X

X

X

Ab hier gibt es keine weiteren Verdnderungen und wir kénnen der Tabelle ent-
nehmen, dass s; und s, dquivalent sind. Wir entfernen s, und machen aus dem
1-Pfeil von sy nach s, einen von sy nach s;. Auerdem wird aus den 0-Pfeilen
zwischen s; und s, ein Pfeil, der von s; auf sich selbst zeigt. Das ergibt schlieBlich
den Minimalautomaten.

()

0,1 1
*@ % [s3] 0,1
0

Aufgabe 8.6. FLACI (siehe Aufgabe 5.6) kann fiir Sie Minimalautomaten konstruieren.
Damit kénnen Sie den obigen Algorithmus an eigenen Beispielen ausprobieren.

Aufgabe 8.7. In einer (schon ldnger zuriickliegenden) Stundeniibung wurde dieser
Automat zur Losung einer Aufgabe vorgeschlagen:


https://de.wikipedia.org/wiki/Symmetrische_Relation
https://flaci.com/
https://weitz.de/
https://weitz.de/files/ti-skript.pdf
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/de/

8. Der Satz von Myhill-Nerode 35

Konstruieren Sie einen Minimalautomaten dazu und geben Sie fiir die akzeptierte
Sprache einen reguldren Ausdruck an.

Aufgabe 8.8. Die Sprache L wird durch den reguldren Ausdruck b + ab(bb)* beschrie-
ben. Wie viele Zustinde hitte der Minimalautomat fiir diese Sprache? Beantworten
Sie die Frage, ohne einen Automaten fiir L zu konstruieren.

Aufgabe 8.9. Haben Sie die Ubungsaufgabe U 15 bearbeitet? War Ihre Lésung mini-
mal? Begriinden Sie Ihre Antwort.

*Aufgabe 8.10. Uber dem Alphabet X = {a, b, c} sei mit
Li={a""c":m,neN"} und L,={b"c":m,neN}

die Sprache L = L; U L, gegeben.
(i) Begriinden Sie mit dem Satz von Myhill-Nerode, dass L nicht reguldr ist.

(ii) Begriinden Sie, dass man mit dem Pumping-Lemma nicht beweisen kann, dass
L nicht reguldr ist.
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Kontextfreie Sprachen

Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, sind die reguldren Sprachen ziemlich
einfach ,gestrickt”. Fiir viele Anwendungen braucht man mehr Komplexitédt. Und
die kontextfreien Sprachen, um die es nun gehen wird, sind in der Praxis — z. B.
bei der Spezifikation der Syntax von Programmiersprachen — hiufig das Mittel der
Wahl. Sie erlauben mehr Flexibilitédt, sind aber gleichzeitig noch einfach genug,
dass Computer gut mit ihnen umgehen kénnen.

9. Kontextfreie Grammatiken

Die kontextfreien Grammatiken bilden in der Chomsky-Hierarchie die ndchste
Stufe nach den regulédren.

Eine Grammatik (N, T, B, S) wird kontextfrei oder Typ-2-Grammatik genannt,
wenn fiir alle Produktionen (a, §) € P die Bedingung a € N erfiillt ist. Eine
Sprache wird kontextfrei genannt, wenn es eine kontextfreie Grammatik gibt,
die sie erzeugt.

Offensichtlich bilden die reguldren Grammatiken bzw. Sprachen {iber einem fes-
ten Alphabet eine Teilmenge ihrer kontextfreien Gegenstiicke. Die Bezeichnung
ykontextfrei“ rithrt daher, dass jede Produktion unabhingig davon ausgefiihrt
werden darf, in welchem Kontext ihre linke Seite auftritt. Hat eine Grammatik
beispielsweise eine Produktion der Form aX — ab, dann darf nach dieser Regel das
nichtterminale Symbol X nur dann durch b ersetzt werden, wenn es rechts vom
Symbol a steht. In kontextfreien Grammatiken sind solche Produktionen nicht
erlaubt, weil links immer nur ein einziges nichtterminales Symbol stehen darf.

Die beiden ersten ernsthaften Beispiele in Abschnitt 2 — die Dyck-Sprache und die
Sprache fiir primitive arithmetische Zuweisungen - sind offensichtlich kontextfrei.
Gleichzeitig kann man sich mithilfe des Satzes von Myhill-Nerode leicht iiberzeu-
gen, dass die Dyck-Sprache nicht regulér ist. (Siehe Aufgabe 9.1.) Die reguldren
Sprachen bilden also sogar eine echte Teilmenge der kontextfreien.

Definition
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Aufgabe 9.1. Begriinden Sie die Korrektheit der obigen Behauptung, dass die Dyck-
Sprache nicht regulér ist.

Aufgabe 9.2. Geben Sie fiir die Sprache {a™b™c” : m, n € N} eine kontextfreie Gram-
matik an.

Fiir den Umgang mit kontextfreien Grammatiken ist eine einfachere Darstellung
manchmal hilfreich:

Eine Grammatik (N, T, B, S) ist in Chomsky-Normalform, wenn alle Produk-
tionen von einer der Formen S — ¢, A — a oder A — BC sind, wobeia€ T,
Ae Nund B, C e N\{S} gelten muss.

Aufgabe 9.3. Uberlegen Sie sich, wie Ableitungsbdume fiir Grammatiken in Chomsky-
Normalform aussehen.

Zu jeder kontextfreien Sprache gibt es eine Grammatik in Chomsky-
Normalform, die sie erzeugt.

Beweis. Wir geben ein Verfahren an, um eine kontextfreie Grammatik (N, T, B, S)
sukzessive in eine in Chomsky-Normalform umzuwandeln, die dieselbe Sprache
erzeugt. Das Verfahren besteht aus fiinf Teilschritten, die in der angegebenen
Reihenfolge abgearbeitet werden.

(i) Fiige ein neues Startsymbol S’ sowie die Produktion §’ — S hinzu.

(ii) Alle Produktionen der Form A — ¢ mit A # S’ werden entfernt. Ist A — ¢

die einzige Produktion, auf deren linker Seite A steht, dann wird auf den
rechten Seiten einfach tiberall A durch € ersetzt. Gibt es noch weitere Pro-
duktionen mit linker Seite A, so werden zu jeder Produktion, in deren rechter
Seite A vorkommt, ein oder mehrere ansonsten identische Produktionen
hinzugefiigt, bei denen A entfernt wurde.!

Dieser Schritt muss evtl. mehrfach durchgefiihrt werden. Bei der Grammatik
mit den Produktionen ' — S, S — A| B, A — £ und B — 1 wird z. B. zunichst
A — e entfernt und aus S — A wird S — €. Dann muss aber die neue Produk-
tion S — ¢ ebenfalls entfernt und die Produktion S’ — & hinzugefiigt werden.
Erst dann ist der Prozess beendet.

(iii) Jedes terminale Symbol x, das nicht allein auf einer rechten Seite steht, wird

dort durch ein neues nichtterminales Symbol V; ersetzt und dafiir wird die
Produktion V, — x hinzugefiigt.

(iv) Alle Produktionen der Form A — B1B;... B, mit n > 2 werden mithilfe neuer

nichtterminale Symbole A; in Produktionen A — A;_1By, An—1 — An—2Bp—1
und so weiter bis A, — B; B, zerlegt.

Ipotentiell mehrere deshalb, weil A wie z. B. in B — AxA mehrfach auftreten kann. Man miisste

dann B — Ax, B— xAund B — x hinzufligen.
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(v) Produktionen der Form A — B mit B € N werden entfernt. Dafiir wird fiir
jede Produktion der Form B — f eine neue A — f hinzugefiigt, wenn diese
nicht bereits in diesem Schritt entfernt wurde.?

Damit ist der Prozess beendet. Man kann allerdings ggf. noch ,sinnlose“ Produktio-
nen entfernen, ndmlich solche der Form A — f mit A # §/, fiir die A nie auf einer
rechten Seite vorkommt. [ |

Wir gehen ein Beispiel durch. Die kontextfreie Grammatik mit den sechs Produk-
tionen S— AB| ABA, A— 0A|0und B — 1B | € erzeugt die Sprache {0}*{1}*{0}*.
Zuerst fiigen wir S’ — S hinzu und S’ wird das neue Startsymbol.

§—-S S—AB|ABA A—0A|0 B—1B]|¢
Dann wird B — ¢ entfernt. Dafiir kommen B — 1 sowie S — A | AA hinzu.
§—S S—AB|A|ABA|AA A—0A|0 B—1B|1
Anschliel$end werden Variablen fiir 0 und 1 eingefiihrt.

S'—S S— AB|A|ABA|AA A—Vy,A|0 B—ViB|1
Vo—0 Vi—1

Dann wird S — ABA durch S — S, Aund S; — AB ersetzt.

S'—S S—AB|A|S,A|AA A—V,A|0 B—ViB|1
Vo—0 Vi—1 S,— AB

Jetzt geht es S — A an den Kragen.

S'—S S— AB|S,A|AA|VpA|0 A—VoA|0 B—ViB|1
Vo—0 Vi—1 S,— AB

Wir miissten nun noch aufwendig dasselbe mit S’ — S machen, was zu diversen
tiberfliissigen Produktionen fiihren wiirde. Wir ersparen uns das aber und machen
S wieder zum Startsymbol, weil das in diesem Fall funktioniert.> Das Ergebnis sieht
dann so aus:

S— AB|S,A| AA| VyA|0 A—VoA|0 B—ViB|1
Vo—0 Vi—1 S,— AB

Es gibt viele verschiedene Chomsky-Normalformen zu einer vorgegebenen Sprache
und man kann bei der Konstruktion auch anders vorgehen als hier gezeigt. Jede
Methode hat ihre eigenen Vor- und Nachteile.

2Damit werden auch Artefakte wie A — A entfernt, die ggf. durch Schritt (i) entstehen kénnen.
Man kénnte bei der Elimination von ,Ketten“ wie A — B auch wie in Schritt (ii) vorgehen, aber dann
miisste man S’ separat behandeln.

3Die Einfithrung eines neuen Startsymbols ist eigentlich nur dann nétig, wenn das leere Wort zur
Sprache gehort. Wir haben den ersten Schritt hier nur aus didaktischen Griinden durchgefiihrt.
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Aufgabe 9.4. Geben Sie fiir die Sprache aus Aufgabe 9.2 eine Grammatik in Chomsky-
Normalform an.

Aufgabe 9.5. FLACI kann kontextfreie Grammatiken in Chomsky-Normalform tiber-
fithren. Dabei kommen aber nicht unbedingt dieselben Grammatiken heraus, die
der oben beschriebene Algorithmus erzeugt. Vielleicht probieren Sie es ja mal aus,
vergleichen die Ergebnisse und {iberlegen sich, wie das Programm vorgeht.

Die Chomsky-Normalform wird fiir Verfahren wie den CYK-Algorithmus benotigt,
die feststellen konnen, ob ein Wort zu einer kontextfreien Sprache gehort. So etwas
werden wir uns zwar nicht anschauen, aber wir benotigen die Normalform fiir das
folgende Lemma, das eine analoge Aussage zu Lemma 4.1 macht.

Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen
Ist L eine kontextfreie Sprache, dann gibt es eine Zahl n € N, so dass sich fiir
jedes Wort z € L mit |z| = n Worter u, v, w, x und y finden lassen, fiir die die
folgenden vier Bedingungen gelten.
(i) z=uvwxy
(i) vx#£e
(iii) lvwx|<n

kwxky e L fiir alle ke N

(iv) uv
Beweis. Wir wéhlen uns eine L erzeugende Grammatik (N, T, B, S) in Chomsky-
Normalform, die es nach Lemma 9.1 geben muss, und setzen n = 2!V + 1. Die
besondere Form der Grammatik sorgt dafiir, dass fiir jedes Wort sein Ableitungs-
baum ein Bindrbaum ist. (Siehe Aufgabe 9.3.) Fiir Worter, deren Lange mindestens
n ist, muss so ein Baum entsprechend viele Blidtter und damit mindestens die
Hohe |N| + 2 haben.* Daher gibt es einen Weg von der Wurzel S zu einem Blatt
(mit einem Terminalsymbol), der {iber mindestens | N| + 1 Nichtterminalsymbole
fithrt. Weil es nur | N| solcher Symbole gibt, muss (mindestens) eines von denen
auf diesem Weg mehrfach vorkommen. Es wird also schematisch so aussehen wie
in der folgenden Skizze mit der Aufteilung wie in (i).

S

u v w b y

“Wie im verlinkten Wikipedia-Artikel (Lésung von Aufgabe 9.3) soll ein Bindrbaum, der nur aus
der Wurzel besteht, die Hohe 1 haben.
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Da die beiden Vorkommen von A an verschiedenen Stellen der Ableitung — also
auf unterschiedlichen Ebenen des Ableitungsbaums — vorkommen, ist das innere
weilde Dreieck kleiner als das blaue. Daher kénnen nicht sowohl v als auch x das
leere Wort sein. Das begriindet (ii). Aulerdem kann man die Situation so wihlen,
dass die beiden hervorgehobenen Vorkommen von A die letzte Dopplung eines
Nichtterminalsymbols in der Herleitung sind, d. h., im blauen Dreieck gibt es keine
weiteren Dopplungen und es kann daher nicht beliebig groR sein. Insbesondere
folgt daraus (iii).

Dass die eigentliche Aussage des Lemmas, ndmlich (iv), richtig ist, sollte hoffentlich
durch die Skizze klar sein, weil man ja bei jedem Vorkommen von A dieselben
Produktionen zur Verfiigung hat. |

Wir kénnen nun z. B. begriinden, dass die Sprache L = {a¥b*ck : k € N} nicht
kontextfrei ist: Dazu wiahlen wir fiir einen Widerspruchsbeweis ein n, wie es das
Pumping-Lemma liefert, und betrachten das Wort a”b”c”. Da das ,Mittelstiick“
vwx hochstens die Linge n hat, kann es nicht sowohl das Symbol a als auch das
Symbol ¢ enthalten. Ersetzen wir es durch v?>wx? oder durch w = v°wx?, dann ist
das resultierende Wort also keines aus L.

Beachten Sie, dass auch dieses Pumping-Lemma nur ein notwendiges Kriteri-
um liefert. Wir kénnen es nicht verwenden, um zu beweisen, dass eine Sprache
kontextfrei ist. Analog zu Aufgabe 8.10 kann man auch in diesem Fall Sprachen
konstruieren, die nicht kontextfrei sind, die sich aber mit Lemma 9.2 nicht ,iiber-
fuhren“ lassen, z. B.

{a™"c"d" :m,ne Nt u{b c™d"  k,m,neN*1.

Auf die Details soll hier aber nicht weiter eingegangen werden. Wenn Sie Lust
haben, konnen Sie es ja selbst probieren.

*Aufgabe 9.6. Begriinden Sie mithilfe des Pumping-Lemmas 9.2, dass die Sprache
L={ww:we Zzool} nicht kontextfrei ist.

Der folgende Satz sagt etwas tiber die Abschlusseigenschaften kontextfreier Spra-
chen aus. Man vergleiche mit Satz 6.6.

Die Menge der kontextfreien Sprachen iiber einem festen Alphabet X ist abge-
schlossen gegen Vereinigung, Konkatenation und kleenesche Hiille.

Beweis. Wir gehen von zwei kontextfreien Sprachen L; und L, aus, wobei L; von
der kontextfreien Grammatik (V;, Z, P;, S;) erzeugt wird. O. B. d. A. seien N} und N>
disjunkt. (Siehe Fulnote 15 auf Seite 24.)

Wir wéhlen ein neues Symbol S, das nicht in N; U N, enthalten ist, und definieren
eine Grammatik durch

Gu=(N1UN2U{S}LZ, PLUP,U{(S,81),(S, 824, 9).

Satz 9.3
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Gy, ist offensichtlich kontextfrei und erzeugt L, U L,. Analog definieren wir
Go=(N1UN> U{S}LZ, PLU P U{(S, 81821, )

als eine kontextfreie Grammatik, die L, o L, erzeugt. Zum dritten Teil des Beweises
siehe Aufgabe 9.7. u

Allerdings ist die Menge der kontextfreien Sprachen nicht abgeschlossen gegen
Durchschnitt und Komplement! Das wird in den nun folgenden Aufgaben ausgear-
beitet.

Aufgabe 9.7. Ergidnzen Sie den fehlenden Teil des Beweises von Satz 9.3.

Aufgabe 9.8. Sei L; = {a™b"c”: m,ne N} und L, = {a”b"c” : m, n € N}. Diese Spra-
chen sind kontextfrei. (Siehe Aufgabe 9.2.) Wie sieht L; n L, aus? Was schlieBen Sie
daraus?

Aufgabe 9.9. Begriinden Sie mithilfe von Aufgabe 9.8, dass * \ L nicht notwendig
kontextfrei ist, wenn L eine kontextfreie Sprache tiber dem Alphabet X ist. (Hinweis:
Erinnern Sie sich an Aufgabe 5.11.)

10. Kellerautomaten

Wir wissen bereits, dass endliche Automaten nicht alle kontextfreien Sprachen
akzeptieren kénnen, z. B.

Lo = {a¥bF: keNT}, (10.1)

das erste Anwendungsbeispiel fiir das Pumping-Lemma fiir reguldre Sprachen.
Woran scheitert es? Schauen wir uns dafiir die Sprachen der Form

L,={a*v": keN* und k < n}

fiir n € N* an. Diese Sprachen sind offenbar alle regulir. Allerdings wichst der
Aufwand fiir die Erstellung der Automaten mit groller werdendem n. Die folgenden
Skizzen zeigen Automaten fiir L;, L, und Ls.

?
?

[V]

(%)
(&)

O+ @+
O
5

:é?é
o
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Die Automaten miissen sich ,merken®, wie oft das Symbol a schon vorkam, und
die einzige Mdglichkeit, das zu tun, ist ein Zustand. Im Automaten fiir L3 steht
s3 beispielsweise fiir den Wortanfang a® und ss fiir a3. Wiirden wir so fortfahren,
dann brauchten wir unendlich viele Zustédnde fiir die Sprache L., und das ist bei
endlichen Automaten natiirlich nicht erlaubt. Und eine Erweiterung auf Automaten
mit unendlich vielen Zustdnden eignet sich zwar als mathematische Spielerei,
wiirde aber nicht zu den Zielen der Theoretischen Informatik passen (und liefert
nebenbei auch keine besonders interessante Theorie).

Stattdessen versieht man Automaten mit einem vergleichsweise primitiven ,Spei-
cher” in Form eines Stacks, den man auch Stapel- oder Kellerspeicher nennt.

Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (engl. pushdown automaton,
abgekiirzt PDA) ist ein 7-Tupel K = (S, I,T, 8, sp, L, F) mit den folgenden Eigen-
schaften:
(i) Sisteine nichtleere endliche Menge von sogenannten Zustinden.
(ii) Iistein Alphabet, das Eingabealphabet genannt wird.
(iii) T ist ein Alphabet, das Stack- oder Kelleralphabet genannt wird.
(iv) 6:Sx (TU{e}) xT' — P.(S xT'*) ist die Ubergangsfunktion.®
(v) Der Startzustand sy ist ein Element von S.
(vi) L €T istder initiale Stackinhalt.

(vii) F isteine Teilmenge von S, deren Elemente akzeptierenden Zustinde
oder Endzustinde genannt werden.

- J

Kellerautomaten basieren wie endliche Automaten auf Zustinden, die in Abhin-
gigkeit von konsumierten Zeichen aus dem Eingabealphabet durchlaufen werden.
Und wie bisher geht es beim Startzustand los. Allerdings bestimmt nicht nur das
Eingabezeichen den Ablauf. In jedem Schritt wird ein Zeichen vom Stack gelesen
(,pop*) und dieses entscheidet mit {iber das weitere Vorgehen. Zudem kann der
Automat bei jedem Ubergang von Zustand zu Zustand Zeichen aus dem Stackal-
phabet auf den Stack schreiben (,, push®). Formalisiert wird das folgendermalen:

( \

Eine Konfiguration eines Kellerautomaten K = (S, I, T, §, so, L, F) ist ein Tripel
(s, w,a), wobei s€ S, we I* und a € T'* gilt. Wir definieren eine Relation =
auf der Menge dieser Konfigurationen durch

(s,aw,0a) =k (s, w,fa) genaudann, wenn (s',B) €b(s,a,o0)

(s, w,0a) >k (s, w,fa) genaudann, wenn (s, ) €b(s,€,0)

firs,s’eS, wel*,aelunda,fel* undo €.

\ J

Durch eine Konfiguration (s, w, @) wird quasi eine bestimmte Situation beim Durch-
laufen des Automaten beschrieben: K ist im Zustand s, das Wort w muss noch

SMit P (A) ist die Menge der endlichen Teilmengen einer Menge A gemeint.

Definition

Definition
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konsumiert werden und « ist der momentane Inhalt des Stacks. = g beschreibt,
wann der Automat von einer Konfiguration in eine andere wechseln darf. Befindet
er sich im Zustand s und ist sowohl das néchste zu lesende Eingabesymbol a als
auch das oberste Zeichen auf dem Stack o, dann darf er a konsumieren, zum
Zustand s’ wechseln und o durch f ersetzen,® wenn ¢ diese Aktion erlaubt. Zu-
dem sind auch e-Uberginge (dhnlich wie in Aufgabe 6.7) vorgesehen. Wir sollten
allerdings im Kopf behalten, dass ein ,,Ubergang“ nicht wie bei endlichen Auto-
maten nur ein Wechsel von Zustand zu Zustand, sondern nun ein Wechsel von
Konfiguration zu Konfiguration ist.

Wie bei den Grammatiken (siehe FuBBnote 14 auf Seite 9) sei = die reflexive und
transitive Hiille von = k. Die von einem Kellerautomaten K akzeptierte Sprache
wird dann definiert als

LK) ={wel": (s, w,L) =% (s,&¢) fiirein se S}.

Der Automat beginnt also im Startzustand sy und das Zeichen L sorgt dafiir, dass
der Stack nicht leer ist. Ein Wort wird akzeptiert, wenn es eine endliche Folge
von Konfigurationswechseln der Form =k gibt, die damit enden, dass das Wort
abgearbeitet und der Stack leer ist. Der dadurch erreichte Zustand s ist irrelevant.”

Wir schauen uns nun Beispiele und die grafische Repréasentation von Kellerautoma-
ten an, einigen uns aber vorab auf eine Konvention, die die Lesbarkeit ein bisschen
erhoht.

Ahnlich wie bei Grammatiken verwenden wir bei Kellerautomaten fiir Zeichen
aus den Stackalphabeten (abgesehen von L) durchgehend kursive Gro8buch-
staben und fiir Eingabesymbole Kleinbuchstaben (sowie evtl. Ziffern und
Sonderzeichen) in Schreibmaschinenschrift.

Und nun folgt unser erster Kellerautomat, der formal die Form
K = ({s0, s1},{a, b}, {A, 1},6, 50, L, ) (10.2)
mit der folgenden Ubergangsfunktion § hat:3

6(so,a, 1) = {(so, AL)} 6(s0,a, A) = {(s0, AA)}
5(SO)b’ A) = {(S],E)} 5(Sl,b, A) = {(S],E)}
6(s1,6, L) = {(s1,8)}

6Man beachte, dass 8 kein Zeichen, sondern ein Wort ist. Z. B. kann o einfach entfernt werden,
wenn f = ¢ gilt, oder es kann ein weiteres Symbol 7 hinzugefiigt werden, wenn f = 7o gilt. Es
ist durchaus auch moglich, dass der Stack dadurch komplett geleert wird. Dann geht es jedoch
nicht weiter, denn in der Definition von = g wird verlangt, dass sich auf dem Stack mindestens ein
Symbol o befindet.

7Ja, Sie haben das richtig gelesen: die Menge F der Endzustinde spielt gar keine Rolle. Auf die
kommen wir spéter noch zu sprechen.

8Wir vereinbaren als weitere Konvention, dass & fiir alle Argumente, die nicht aufgefiihrt sind, den
Funktionswert @ hat. Gemaf der Definition von = g bedeutet das, dass es in so einem Fall ,,nicht
weitergeht*.
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Kellerautomaten kénnen im Vergleich zu endlichen Automaten erstaunlich viel
mit sehr wenigen Zustidnden erreichen, dafiir wird aber die Visualisierung proble-
matisch, weil an den Pfeilen nun auch immer notiert werden muss, was auf dem
Stack passiert. Die Beschriftung ist hoffentlich selbsterkldrend:

a,l — AL b,A—c¢
a,A— AA gl—e¢

e b,A—c¢
—

Exemplarisch schauen wir uns zwei Wege durch den Automaten an.

(S0,2abb, 1) = (sg,abb, AL) =k (s9,bb, AAL) = (s1,b, AL)
=K (Slyg)L) =K (81,8,8)
(SO)abbr J—) =K (SO’bb» AJ—) =K (S],b, J—) =K (Sl,b,E)

Das Wort aabb wird akzeptiert, weil nach dem Abarbeiten aller Zeichen der Stack
leer ist. Das Wort abb kann nicht akzeptiert werden, denn es fiihrt schon zu einem
leeren Stack, bevor alle Symbole konsumiert wurden. (Siehe Funote 6.)

Es ist hoffentlich klar geworden, dass dieser Automat die Sprache Ly, aus (10.1)
akzeptiert. Fiir jedes a wird ein A auf den Stack gelegt und jedes b entfernt ein A
vom Stack.

Noch ein weiteres Beispiel, bei dem das Eingabealphabet die Menge {a, b, #} ist
und das Stackalphabet aus den Zeichen L, A und B besteht. Der Automat wird
lediglich grafisch dargestellt und wir ersparen uns etwas Schreibarbeit dadurch,
dass das Zeichen = als Platzhalter fiir ein beliebiges Symbol des Stackalphabets
steht — natiirlich auf beiden Seiten von — fiir dasselbe Symbol.”

a,A—¢
a,* — Ax b,B—¢€
b, * — Bx* g1l —e¢

#, % — %
—->

Machen Sie sich klar, dass dieser Automat die Sprache {wiw® : we {a,b}*} ak-
zeptiert. Fiir so etwas ist ein Stack natiirlich perfekt geeignet. Stoérend ist nur das
»Irennzeichen“ #, das fiir den Wechsel von sy nach s; sorgt. Geht es auch ohne? Ja!
Hier ist ein Kellerautomat fiir die Sprache {ww? : w € {a,b}* }:

9IDie Zeile a, * — Ax ersetzt z. B. drei Zeilen, weil * jedes der drei Stacksymbole sein kann.
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a,A—¢
a,* — A% b,B—¢€
b,* — Bx* &gl—e

£, % — *
>

Moment mal, ist das nicht derselbe Automat wie eben, bei dem einfach das Zei-
chen # weggelassen wurde? Genau. Aber wie , erkennt“ der Automat denn nun,
wann er von sy nach s; wechseln muss? Das muss er gar nicht. Wir haben bisher gar
nicht ausgenutzt, dass wir Kellerautomaten von vornherein nichtdeterministisch
konstruiert haben. Damit ein Wort akzeptiert wird, reicht es, wenn es einen Weg
durch den Automaten gibt, der mit einem leeren Stack endet. In gewissem Sinne

Lrat“ der Automat also, wann er von sy zu s; wechseln soll. (Alternative Interpretati-

on: Er probiert parallel alle Varianten durch und bei Woértern aus der Sprache fiihrt
mindestens eine zum Erfolg.)

Aufgabe 10.1. Konstruieren Sie fiir L = {aFb™ : k, m e N* und k = m} einen Kellerau-
tomaten, der L akzeptiert.

Aufgabe 10.2. Konstruieren Sie einen Kellerautomaten fiir die Sprache {0”12" : n € N}.

*Aufgabe 10.3. Man kann Akzeptanz durch Kellerautomaten auch anders definieren,
indem man fir K = (S, I,T, 0, so, L, F)

L*(K)={welI" : (s, w, 1) = (s,6,a) fiirein se Fundeina e I'*}

definiert und das als die von dem Automaten akzeptierte Sprache festsetzt. Hier wird
also F wie bei den endlichen Automaten verwendet, wiahrend der finale Stackinhalt
keine Rolle spielt. Begriinden Sie, dass beide Definitionen dquivalent sind: Fiir jeden
Kellerautomaten K findet man einen Kellerautomaten K’ mit L(K’) = L* (K) und einen
Kellerautomaten K" mit L* (K") = L(K).

Aufgabe 10.4. FLACI kann auch Kellerautomaten simulieren, allerdings nur solche, die
wie in Aufgabe 10.3 akzeptieren.!? Trotzdem sollten Sie damit vielleicht ein bisschen
herumspielen.

*Aufgabe 10.5. Ein Kellerautomat wird beschréinkt genannt, wenn in jedem Ubergang
die Lange des Stacks maximal um ein Zeichen erhoht wird. Begriinden Sie, dass es zu
jedem Kellerautomaten K einen beschrinkten Kellerautomaten K’ mit L(K') = L(K)
und L*(K") = L*(K) gibt.

Nun stellen wir den Zusammenhang zu den kontextfreien Sprachen her.

Eine Sprache ist genau dann kontextfrei, wenn es einen Kellerautomaten gibt,
der sie akzeptiert.

10A]lerdings kann man mit dem Button Transformieren die andere Variante der Akzeptanz zumin-
dest anzeigen lassen.
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Beweis. Wir gehen zunéchst von einer kontextfreien Grammatik G = (N, T, B, S) aus
und konstruieren einen Kellerautomaten, der L(G) akzeptiert. Die Zustandsmenge
wird tiberraschenderweise nur aus einem Symbol sy bestehen, das dann logischer-
weise auch das Startsymbol sein muss. Die ganze ,Arbeit“ wird auf dem Stack
erledigt. Das Vokabular der Grammatik wird zusammen mit dem neuen Symbol L
zum Stackalphabet Nu T u{Ll}. Fiir alle A € N setzen wir jetzt

6(8()’6’ A) = {(S()rﬂ) : (Ayﬂ) € P}-

Das bedeutet, dass der Automat fiir jede Produktion der Form A — 8 vom Stapel
das oberste Symbol A entfernen und durch § ersetzen darf. Fiir alle a € T setzen
wir aullerdem 6(sg, a, a) = {(sp,€)}. Befindet sich ein Terminalsymbol oben auf
dem Stack, so wird es also entfernt, wenn es ,dran“ ist. SchlieRlich fiigen wir
noch 6(sg, €, L) = {(sp, S)} hinzu. Damit wird ganz am Anfang das Startsymbol der
Grammatik als einziges Zeichen auf den Stack gelegt. Und das war’s schon! Dass
das funktioniert, sollte hoffentlich recht naheliegend sein. Wir gehen es aber gleich
auch noch anhand eines Beispiels durch.

Fiir die andere Richtung des Beweises gehen wir von einem Kellerautomaten
K=(S,1T,d,sy,L,®) aus und wollen eine kontextfreie Grammatik G konstruieren,
die L(K) erzeugt. Dafiir definieren wir die Menge11

N ={[sot]:s,teSundo e}

und wihlen als Menge der Nichtterminalsymbole N = N’ U {Sy}, wobei S irgend-
ein Symbol sein soll, das nicht zu N’ gehort. Sy soll das Startsymbol von G sein.
Fiir alle Zustdnde s des Automaten fiigen wir zundchst zu unserer Grammatik die
Produktion Sy — [sgLs] hinzu. Nun betrachten wir beliebige Tupel (s, a,o) aus
dem Definitionsbereich der Ubergangsfunktion § und dazu den zugehérigen Funk-
tionswert A = §(s, a,0). Ist (t,71---Ty) ein Element von A,'? so fiigen wir fiir alle
1., Sk € S die folgende Produktion zur Grammatik hinzu:

[sosi]l — altTis1][s1T282] - [Sk—1T K Sk]

Es ist sicherlich nicht ohne Weiteres klar, warum diese (sehr umfangreiche) Gram-
matik die gewiinschten Anforderungen erfiillt und wie sie iberhaupt zustande
kommt. Die Idee ist, dass ein Symbol wie [so ] fiir einen Weg durch den Automaten
steht, der vom Zustand s zum Zustand ¢ fithrt und dabei ,netto“ das Symbol o vom
Stack entfernt. Formal muss man dafiir

[sot] :g w genaudann, wenn (s, w,0) :}‘( (t,€,€)

firalle s, t € S, alle o € T'und alle w € I* zeigen. Das ersparen wir uns jedoch. Einen
ausfiihrlichen Beweis finden Sie z. B. im Standardwerk von Hopcroft et al., das in
der Literaturliste aufgefiihrt ist. Siehe auch Aufgabe 10.8. |

1 [so t] wéhlen wir hier als Abkiirzung fiir (s, g, t). Damit sind ,,atomare“ Symbole wie in der Losung
von Aufgabe 10.3 gemeint.
12Dje 7; sollen also Stacksymbole sein. Dabei ist auch 71 -+ 7. = £ moglich, also k = 0.
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Hier nun das im Beweis versprochene Beispiel. Dazu betrachten wir die Grammatik
S—aSbl|aS|e¢

fiir die Sprache {a”b” : m,n € Nund m = n}. Ein Kellerautomat K fiir diese Spra-
che konnte so aussehen.

e,S—aSb aa—e¢

—>£,S—>aS bb—¢

eS—¢ g1lL—S

Dabei geben die Uberginge in der linken Spalte die Produktionen der Grammatik
wieder, wihrend die anderen fiir das Konsumieren der Symbole sowie das initiale
Befiillen des Stacks mit dem Startsymbol zustédndig sind.

Aufgabe 10.6. Geben Sie einen Weg durch diesen Automaten an, durch den das Wort
aab der Sprache akzeptiert wird.

Aufgabe 10.7. Sie haben es sich schon gedacht: FLAcCI kann Kellerautomaten in kon-
textfreie Grammatiken umwandeln und umgekehrt. Gelegenheit zum Vertiefen des
Gelernten gibt es also wie immer reichlich.

*Aufgabe 10.8. Uberlegen Sie sich anhand des Beispielautomaten K aus (10.2), wie
die zugehorige Grammatik aus dem Beweis von Satz 10.1 aussehen wiirde.

xAufgabe 10.9. Sind L, und L3 Sprachen iiber demselben Alphabet X und ist L, kon-
textfrei und L3 regulér, dann ist L, N L3 kontextfrei. Man kann das jedoch wegen
Aufgabe 9.8 nicht daraus folgern, dass L3 kontextfrei ist. Trotzdem stimmt es. Fallt Th-
nen eine Begriindung ein? (Hinweis: Schauen Sie sich die Automatenkonstruktionen
in Kapitel IT noch einmal an.)

Deterministische Kellerautomaten

Wir haben Kellerautomaten von Anfang an als nichtdeterministisch definiert. An-
ders als bei endlichen Automaten gibt es in diesem Fall jedoch nicht nur einen
quantitativen, sondern auch einen qualitativen Unterschied zwischen Determi-
nismus und Nichtdeterminismus. Um das prézise zu formulieren, definieren wir
zundchst einmal, was in diesem Zusammenhang genau mit deterministisch ge-
meint ist.

Ein Kellerautomat K = (S, I, T, 9, so, L, F) wird deterministisch genannt, wenn
alle Funktionswerte von 6 hochstens die Méchtigkeit 1 haben. Aullerdem
muss fiir alle s € S, und o € I die Menge (s, €,0) leer sein, wenn (s, a, o) fiir
mindestens ein a € I nicht leer ist.

Intuitiv heilt das, dass es fiir jedes Wort nur einen moglichen Weg durch den
Automaten gibt. (Details dazu in Aufgabe 10.11.)
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Aufgabe 10.10. Uberzeugen Sie sich, dass die ersten beiden Beispiele fiir Kellerauto-
maten in diesem Skript deterministisch waren.

Aufgabe 10.11. In deterministischen Kellerautomaten sind nach wie vor e-Ubergéinge
erlaubt, die wir im Zusammenhang mit nichtdeterministischen endlichen Automaten
(Aufgabe 6.7) kennengelernt hatten. Kénnen Sie hieb- und stichfest begriinden, dass
es trotzdem fiir jeden deterministischen Kellerautomaten pro Eingabewort im We-
sentlichen nur einen Weg durch den Automaten gibt? (Und wieso die Einschrankung
»im Wesentlichen“?)

Fiir alle reguldren Sprachen gibt es einen deterministischen Kellerautomaten K
mit L* (K) (siehe Aufgabe 10.3). Das geschieht ganz simpel dadurch, dass K einen
deterministischen endlichen Automaten fiir die entsprechende Sprache simuliert
und seinen Stack ignoriert. Bei Akzeptanz mit leerem Stack — also via L(K) — sieht
die Sache jedoch anders aus:

Aufgabe 10.12. Kénnen Sie einen deterministischen Kellerautomaten K angeben, fiir
den L(K) = {0,01} gilt?

Der oben angesprochene Unterschied zwischen Determinismus und Nichtdeter-
minismus ldsst sich an der Sprache

L=L,UL, mitL; ={0"1":neN*}und L, ={0"1?": neN*} (10.3)

verdeutlichen. L ist kontextfrei (sieche Aufgabe 10.13), aber es gibt keinen determi-
nistischen Kellerautomaten K, der diese Sprache im Sinne von L = L*(K) akzep-
tiert.

Die Begriindung dafiir soll im Folgenden skizziert werden. Wir werden dafiir die
unendliche Version des sogenannten Schubfachprinzips verwenden, die wohl
jedem einsichtig sein diirfte: Verteilt man unendlich viele Objekte auf endlich viele
Klassen (,,Schubfiacher”), dann miissen in mindestens einer davon unendlich viele
landen. Da die interessanten Sprachen aus unendlich vielen Wértern bestehen,
Automaten und Alphabete aber endlich sind, ist die Anwendung dieses Prinzips
héufig méglich.

Sei also K ein deterministischer Kellerautomat mit L; < L*(K). Fiir jedes Wort
w € L, gibt es einen eindeutig bestimmten Zustand s,,, der direkt nach dem Kon-
sumieren der letzten Null erreicht wird. Da es nur endlich viele Zustédnde gibt,
muss es nach dem Schubfachprinzip einen Zustand s’ geben, der dieser Zwischen-
zustand sy, fiir unendlich viele Worter w € L; ist. Nennen wir die Menge dieser
Worter L’l. Da nun nur noch Einsen kommen, muss fiir Elemente von L’1 ab s’ der
weitere Weg durch den Automaten ausschlieBlich vom Stackinhalt abhéngen, in
dem daher die Anzahl der konsumierten Nullen codiert sein muss.

Erneut nach dem Schubfachprinzip muss es unendlich viele Worter aus L] geben,
die nach dem Konsumieren der letzten Eins im selben (akzeptierenden) Zustand s”
landen. Deren Stackinhalt muss zu diesem Zeitpunkt aus dem genannten Grund
identisch sein. Greifen wir uns zwei dieser Worter heraus, etwa 021" und 0”212
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mit n; # ny. Wiirde der Automat auch alle Worter aus L, akzeptieren, dann miisste
man von s’ aus sowohl mit »; als auch mit n, weiteren Einsen zu einem akzep-
tierenden Zustand kommen. Das wiirde aber implizieren, dass auch das Wort
0™ 1M+ gkzeptiert wird, das nicht zu L gehort.

Auch die Palindrom-Sprache { ww? : w e {a,b}*} von vorhin kann tibrigens von

deterministischen Kellerautomaten nicht akzeptiert werden. Der Beweis dafiir ist
allerdings haariger.

Aufgabe 10.13. Begriinden Sie, dass die Sprache aus (10.3) kontextfrei ist.
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Wir machen nun einen grof$en Sprung von den kontextfreien Sprachen zu denen,
die iiberhaupt noch in irgendeiner Form von einer (abstrakten oder konkreten)
Maschine , erkannt“ werden kénnen. Als Motivation konnen Sprachen wie

L ={a"b*ck: keN} und L,={ww:wef{ab}*}

dienen, von denen wir inzwischen wissen, dass kein Kellerautomat sie akzeptieren
kann. Was miisste man hinzufiigen, damit ein Automat auch mit solchen Sprachen
klarkommt? Fiir L; konnte das ein zweiter Stack sein. Aber briduchte man dann
nicht fiir noch kompliziertere Sprachen noch mehr Stacks? Fiir L, brduchte man
wohl eher eine Warteschlange statt eines Stacks (FIFO statt LIFO), aber wiirde man
damit noch die Palindrom-Sprache { ww?:welab*} akzeptieren kénnen? Die
Automaten, die das Problem l6sen, sind natiirlich komplexer als Kellerautomaten,
aber immer noch erstaunlich simpel. Und wie wir noch sehen werden, gibt es
faktisch keine ,méchtigeren“ Automaten als die, die nun vorgestellt werden.

11. Turingmaschinen

Turingmaschinen sind nach dem englischen Mathematiker Alan Turing benannt,
der sie sich 1936 fiir seine wegweisende Arbeit On Computable Numbers, with
an Application to the Entscheidungsproblem ausdachte. Sie sind nach wie vor das
wichtigste und in theoretischen Argumenten am hédufigsten verwendete abstrak-
te Automatenmodell der Informatik. 1936 gab es noch keine Computer. Turing
ging es um die fiir die mathematische Grundlagenforschung interessante Frage,
wann etwas berechenbar oder entscheidbar ist.' Seine ,Maschinen“ (den Namen
erhielten sie erst spéter) sollten moglichst einfach, aber gleichzeitig vollstindig
simulieren, wie ein Mensch etwas berechnet. Dafiir stellte er sich eine Person vor,
die samtliche Gedanken und Zwischenschritte wihrend eines Rechenvorgangs
mit einem Bleistift (und ggf. einem Radiergummi) auf einem Blatt Papier festhalt.
Diesen Vorgang vereinfachte er nach und nach, indem er

IDabei ist mit Berechnung in diesem Zusammenhang nicht nur klassisches Rechnen mit Zahlen
gemeint, sondern jeder Vorgang, der in irgendeiner Form Symbole manipuliert und sich prézise
formal beschreiben lésst.
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— Kaéstchenpapier vorgab, das pro Kdstchen nur ein Zeichen zulief,

— die Kiastchen eindimensional in einer Reihe (statt zweidimensional in der
Flache) anordnete,

— nur einen endlichen Zeichenvorrat (also ein Alphabet) erlaubte,

— den Ablauf in einzelne Schritte unterteilte, bei denen immer nur ein Kést-
chen zur Zeit betrachtet wird, und

— dem Gehirn des rechnenden Menschen endlich viele ,,Zustande* zuschrieb,
zwischen denen er hin und her wechseln kann.

Formal l&sst sich das auf verschiedene Arten beschreiben und wir beginnen mit ei-
ner, die erstens den bisherigen Automatenbeschreibungen dhnelt und die zweitens
in dieser oder sehr dhnlicher Form in der Fachliteratur hidufig anzutreffen ist.

Eine partielle Funktion f von A nach B ist eine rechtseindeutige Teilmenge
von A x B, also faktisch eine Funktion von einer Teilmenge von A nach B. So
ein f wird typischerweise wie eine Funktion behandelt, bei der f(x) nicht
unbedingt fiir alle x € A definiert ist. Fiir x € A mit x ¢ dom(f) wird {iblicher-
weise f(x) = L geschrieben.? Wihrend man fiir Funktionen f: A — B schreibt,
notiert man partielle Funktionen als f: A — B. Eine ,normale“ Funktion von
Anach B nennt man zur Unterscheidung auch total.

J

In diesem Sinne kdnnte man etwa die Funktion g, die x auf g(x) = 1/x abbildet, als
partielle Funktion von R nach R betrachten. Fiir x = 0 hat sie keinen Funktionswert
und wir wiirden g(0) = L schreiben.

Eine Turingmaschine ist ein 7-Tupel T = (S, I, T, §, so,d, F) mit den folgenden
Eigenschaften:
(i) Sisteine nichtleere endliche Menge von sogenannten Zustinden.
(i) Iistein Alphabet, das Eingabealphabet genannt wird.
(iii) I = Iistein Alphabet, das Bandalphabet genannt wird.

(iv) Die Ubergangsfunktion § ist eine partielle Funktion von S x I' nach
SxI' x{—,—}mitd(s,0) =L fiirallese Fundallec eT.

(v) Der Startzustand s, ist ein Element von S.
(vi) Das Leerzeichen O ist ein Element vonI'\ I.

(vii) F isteine Teilmenge von S, deren Elemente akzeptierende Zustinde
oder Endzustinde genannt werden.

J

Beachten Sie, dass das Bandalphabet nach dieser Definition eine Obermenge des
Eingabealphabets ist. Oft wird I" jedoch auler O nur die Symbole von I enthalten.
Als Band bezeichnet man bei Turingmaschinen die oben beschriebene Sequenz
von ,Késtchen®, die man sich zunidchst als in beide Richtungen unbeschrankt

2Wir setzen dabei implizit L ¢ B voraus.
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vorstellen sollte.® Der ,aktuelle Bandinhalt“ ist in diesem Sinne ein Wort iiber
I'. Wie eine Turingmaschine den Bandinhalt nach und nach &ndert, wird wieder
durch Konfigurationen beschrieben.

( 1\

Eine Konfiguration einer Turingmaschine T = (S, I, T, 6, so,0d, F) ist ein Tripel
(v, s, w), wobei s € Sund v, w € T'" gilt. Wir definieren eine Relation =7 auf
der Menge dieser Konfigurationen durch

(vp,s,ow) =1 (vpo',s’,w) genaudann, wenn &(s,0)=(s,0',—)
(vp,s,0) =7 (vpo',s',0) genaudann, wenn &(s,0)=(s,0',—)
(wp,s,ov) =7 (w,s',pc’'v) genaudann, wenn &(s,0)=(s',0',<)

(p,s,ov)=7 (0,5, p0'v) genaudann, wenn &(s,0)=(s,0',<)

firvel*, werl*, p,o,0'eTunds,s €8.

. J/

Informell ist mit einer Konfiguration (v, s, w) gemeint, dass vw der aktuelle Band-
inhalt ist, die Maschine sich im Zustand s befindet und sich das erste Symbol von
w ,anschaut“. Die Maschine hat also neben einem momentanen Zustand auch
immer eine momentane Position. Wir iibernehmen die tibliche Sprechweise und
stellen uns einen Schreib-Lese-Kopf vor — eine Vorrichtung, die jeweils iiber einem
bestimmten Késtchen des Bandes steht und dessen Inhalt lesen und modifizieren
kann. Wir werden Konfigurationen statt als (v, s, w) in der Form v[s]w schreiben.
Der Teil [s] zeigt an, wo der Schreib-Lese-Kopf steht und in welchem Zustand sich
die Maschine befindet.

Zunichst ein einfaches Beispiel. Die Turingmaschine ist
Tl = ({SOr S1y 82}7 ZbOOll ZbOOl U {D}) 61 ) SO} D; {SZ})

und 9, sei durch die folgende Tabelle definiert.

So $1 $2
0 (SO)O)_’) (SI)O) ‘_) L
1 (s0,1,—) L 1

a (SI)O,(_) (SZ)D)_’) L

In T kénnen beispielsweise die folgenden Konfigurationsiibergidnge stattfinden.

O[s0]100000 =7, O0[sp]000 =7, 0O0[sp]000 =7, JO00[so]d
DTI DOO[S]]OO 37"1 DO[S]]OOO 3Tl D[S]]OOOO
=7 O[5]00000 =7, OO[s,]0000

3Damit ist nicht gemeint, dass das Band unendlich lang ist, sondern lediglich, dass es ,lang genug®
ist. Eine Berechnung soll sozusagen nicht am mangelnden Speicherplatz scheitern.
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Wie inzwischen iiblich sei =7 die reflexive und transitive Hiille der Relation = 7.
Im konkreten Beispiel wiirde also

Olso]0000 =7, 0O[s2]0000 (11.1)
gelten.

Aufgabe 11.1. Machen Sie sich klar, dass fiir diese Maschine auch
Olspl110O 3*T1 O1[s;]10

gilt, indem Sie die einzelnen =, -Uberginge notieren.

Aufgabe 11.2. Warum sind der obigen Tabelle fiir §; wohl einige Eintrage grau gefarbt?

Die Konfigurationen OO[s,]0000 und 01[s1]10, die in den beiden Beispielen auf-
treten, haben die Gemeinsamkeit, dass es jeweils ,nicht mehr weitergeht“, weil 5,
fiir die Kombination aus dem aktuellen Zustand und dem Zeichen, auf dem der
Schreib-Lese-Kopf steht, nicht definiert ist. Wir sagen in so einer Situation, dass
der Ablauf der Turingmaschine terminiert. Im ersten Fall ist das nach Punkt (iv)
der Definition so gewollt, weil s, ein Endzustand ist. Der zweite Fall demonstriert,
dass das auch bei anderen Zustdanden moglich ist.

Ein zweites Beispiel wird zeigen, dass noch etwas anderes passieren kann. Die
Turingmaschine ist

T> = ({s0, $1},{0},{0,0}, 02, S0, 00, @)

und d, sieht so aus:

So $1

0 (51»01 _)) (SO) Or<_)
O (s,0,-)  (so,0,<)

Damit ist das hier méglich:
O[sp]000 =7, O0[s1]000 =1, O[sp]000 =7, OJO[s1]000 =7, ---

Es ist offensichtlich, dass es immer so weitergehen kann. Beim Programmieren
wiirde man das eine Endlosschleife nennen. Und im Prinzip ist es bei Turingma-
schinen auch so zu verstehen. Wir wiirden in so einem Fall jedenfalls sagen, dass
die Maschine nicht terminiert.

Anders als die bisherigen Automaten kénnen Turingmaschinen nicht nur Worter
konsumieren, sondern sie konnen auch Worter generieren. Im Beispiel (11.1) kann
man das Wort 0000, das sich nach dem Erreichen des Endzustandes auf dem Band
befindet, als ,,Ausgabe“ der Maschine interpretieren. Formal geht das so:


https://weitz.de/v/tmv
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Eine Turingmaschine T = (S, I, T, §, so, 0, F) berechnet aus der Eingabe w € I'*
die Ausgabe w' € I*, wenn O[so] wO =7 0" [s]w'0* fiir ein s € F gilt.

(Wir verwenden hier und im Folgenden die Konvention, dass mit dem formal nicht
korrekten Ausdruck O* eine beliebige Anzahl von Leerzeichen gemeint ist.)

Informell: Das Wort w wird auf das Band geschrieben, die Turingmaschine in den
Startzustand sy versetzt und der Schreib-Lese-Kopf auf dem Anfang des Wortes
platziert. Die Maschine berechnet daraus w’, wenn sie diese Startkonfiguration in
eine liberfiihren kann, bei der sie in einem Endzustand terminiert und der Kopf
auf dem Anfang von w’ platziert ist. Leerzeichen werden ignoriert. Sie ,verldngern“
lediglich das Band, wenn das notig sein sollte.

Dadurch wird die von T berechnete partielle Funktion fr: I* — I* determiniert,
die fiir solche Worter w den Funktionswert fr(w) = w' hat und fiir andere Worter
(bei deren Eingabe T entweder nicht terminiert oder in einem Zustand terminiert,
der kein akzeptierender ist) nicht definiert ist. Man sagt auch, dass fr turingbere-
chenbar ist.

Aufgabe 11.3. Geben Sie zu den beiden obigen Beispielen T; und 7> jeweils die be-
rechnete Funktion an.

Aufgabe 11.4. Geben Sie eine Turingmaschine an, die aus Eingaben tiber dem Alpha-
bet X001 alle Einsen entfernt und die Nullen entsprechend zusammenriickt. Aus der
Eingabe 011001 soll also z. B. 000 werden.

Aufgabe 11.5. Unter der URL https://aturingmachine.com/ finden Sie die Be-
schreibung (inkl. Video) einer ,realen“ Turingmaschine, die der Amerikaner Mike
Davey vor einigen Jahren gebaut hat. Abgesehen davon, dass das Resultat ein kleines
Meisterwerk ist, hilft es vielleicht auch dabei, sich die Arbeitsweise einer Turingma-
schine vorzustellen.

In der Literatur findet man viele Definitionen von Turingmaschinen, die von der
obigen in einigen Details abweichen. Auf den ersten Blick hat man oft den Eindruck,
die entsprechenden Maschinen kénnten evtl. mehr oder weniger als ,,unser” Mo-
dell. Es ist jedoch so, dass alle im Folgenden vorgestellten Varianten im Endeffekt
dieselben Funktionen berechnen.

— Bei Mehrspur-Turingmaschinen besteht das Band aus mehreren ,Spuren®,
die mit fest verbundenen Schreib-Lese-Kopfen bearbeitet werden. Die Kdpfe
bewegen sich also immer gleichzeitig iiber denselben Positionen wie bei kon-
ventionellen Festplattenlaufwerken und die Maschine befindet sich immer
nur in einem Zustand zur Zeit. Ein- und Ausgabe wiirden beispielsweise {iber
die erste Spur realisiert werden, wihrend die anderen Spuren fiir ,,Notizen“
oder ,,Zwischenrechnungen® zur Verfiigung stiinden.

Man kann so eine Maschine mit n Spuren ganz simpel durch eine normale
»einspurige“ Turingmaschine simulieren, indem man immer n Zeichen zu
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einem zusammenfasst. Wenn die n-spurige Maschine das Bandalphabet I'
hat, dann arbeitet die simulierende Maschine mit dem Alphabet T'".

Mehrband-Turingmaschinen sind eine Erweiterung dieses Konzepts. Sie un-
terscheiden sich von den Mehrspur-Maschinen dadurch, dass jede Spur (die
man nun Band nennt) einen eigenen Schreib-Lese-Kopf hat, der unabhéngig
von den anderen arbeiten kann. Nach wie vor gibt es aber eine gemeinsame
»Steuerungslogik®.

Solche Maschinen mit n Bandern kann man (mit hohem Aufwand) durch
Turingmaschinen mit 2n Spuren simulieren, wobei jeweils eine Spur ein
Band des Originals simuliert, wihrend die andere sich die Position des zu-
gehorigen Schreib-Lese-Kopfs mit einem Markierungszeichen ,, merkt*. Die
simulierende Maschine fahrt zur Simulation eines Schritts der simulierten
Maschine den kompletten Bandinhalt zweimal ab: im ersten Durchgang
wird an den jeweiligen Positionen der simulierten Kopfe gelesen, im zweiten
wird geschrieben und die Képfe werden bewegt. Das ,,Geddchtnis* fiir diesen
komplizierten Prozess bilden die Zustdnde des simulierenden Automaten,
von denen es deshalb sehr viele gibt.*

Das Band ist einseitig beschrdnkt. Das bedeutet, dass es ein weiteres Band-
symbol * fiir den Bandanfang gibt. Der initiale Bandinhalt bei der Eingabe w
ist dann nicht OwO, sondern * w0, der Schreib-Lese-Kopf kann sich nicht
tiber dieses Zeichen hinausbewegen und es darf weder iiberschrieben noch
an anderen Positionen eingesetzt werden. So eine Maschine kann sicher
durch eine Maschine ,unseres“ Typs simuliert werden, indem man das neue
Symbol zum Bandalphabet hinzufiigt und die Ubergangsfunktion entspre-
chend erweitert. Aber umgekehrt geht es auch: Eine einseitig beschrankte
Turingmaschine kann eine unbeschriankte simulieren. Dafiir muss sie le-
diglich immer dann, wenn die simulierte Maschine einen Schritt tiber den
Bandanfang hinaus machen wiirde, den gesamten Bandinhalt um eine Positi-
on nach rechts schieben (siehe Aufgabe 11.6), um danach mit der Simulation
fortzufahren.

Ein paar weitere Varianten seien nur kurz erwdahnt. Wenn Sie Lust haben, kénnen
Sie sich selbst iiberlegen, wie die verschiedenen Maschinentypen sich gegenseitig
simulieren k6nnen.

— Zusitzlich zu den akzeptierenden Endzustidnden gibt es verwerfende Endzu-

stdnde, bei denen die Maschine terminiert, ohne die Eingabe zu akzeptieren.

— AuBer — und < kann die dritte Komponente der Ubergangsfunktion auch <

sein. Das bedeutet, dass der Schreib-Lese-Kopf sich nicht bewegt.

— Es gibt nur ein Band, aber mehrere Schreib-Lese-Kopfe, die unabhéngig

voneinander gesteuert werden kénnen.

- Die Turingmaschine arbeitet nicht auf einem eindimensionalen Band, son-

dern auf einer zweidimensionalen Fldche (also dem urspriinglichen , Kéast-
chenpapier“) oder auf h6herdimensionalen Verallgemeinerungen.

4Siehe dazu auch Lemma 17.1 spiter.
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Aufgabe 11.6. Konstruieren Sie eine Turingmaschine nach der Definition vom Anfang
des Kapitels, die ein Wort auf dem Band um eine Stelle nach rechts verschiebt, dabei
aber das erste Zeichen nicht bewegt. Konkret soll aus einer Eingabe der Form * w mit

we Z;ool ein Bandinhalt der Form O* * OwO* werden.

Aufgabe 11.7. Begriinden Sie informell, warum eine Turingmaschine mit dem Einga-
bealphabet X}, und dem Bandalphabet X}, U {0} jede Turingmaschine mit um-
fangreicheren Alphabeten simulieren kann.

Aufgabe 11.8. Analog zu Aufgabe 6.9 konnte man sich fragen, ob die am Anfang des
Abschnitts definierten Turingmaschinen nicht auch mit einem akzeptierenden Zu-
stand auskommen kénnten. Was meinen Sie?

Aufgabe 11.9. Natiirlich kann FrAcI auch Turingmaschinen simulieren und man fin-
det online noch weitere Tools, die das erledigen kénnen. Schauen Sie sich aber jeweils
genau an, inwieweit deren Spezifikationen von denen in diesem Skript abweichen.

*Aufgabe 11.10. Wie kann man mit einer einseitig beschrankten Zweispur-Turing-
maschine eine unbeschriankte Turingmaschine geméal der Definition vom Anfang
simulieren, ohne Bandinhalte verschieben zu miissen?

*Aufgabe 11.11. Erstaunlicherweise war die Idee vom Anfang des Kapitels gar nicht
so abwegig. Kellerautomaten mit zwei Stacks kénnen Turingmaschinen simulieren!
Haben Sie eine Idee, wie das ungeféhr ablaufen konnte?

TM2012 - eine modifizierte Turingmaschine

Fiir die folgenden Ausfithrungen verwenden wir eine leicht modifizierte Turing-
maschine nebst unterstiitzender Software, die nach meiner Meinung angenehmer
zu ,programmieren” ist als das bisher beschriebene Modell und die darauf basie-
renden Simulatoren wie FLACI, bei denen man sich grafische Darstellungen von
Zustinden und Ubergéingen zusammenklickt. Natiirlich ist das Geschmackssache
und das Arbeiten mit Turingmaschinen ist trotzdem kein Vergniigen. Wir werden
uns allerdings mithilfe dieser Variante vergleichsweise schnell davon iiberzeugen
konnen, dass man iiber die Fahigkeiten von Turingmaschinen sprechen kann,
ohne sich tiber Details den Kopf zu zerbrechen.

Die besagte Software kann unter der URL https://weitz.de/files/TI.zip
heruntergeladen werden. Sie wurde bereits 2012 geschrieben,® sieht daher nicht
mehr besonders ,modern* aus und existiert aktuell nur noch in einer Version fiir
Microsoft Windows. Gerade aufgrund ihres Alters und der vergleichsweise schlich-
ten Benutzeroberfldche sollten die Programme allerdings mithilfe von Software
wie WINE auch auf Linux oder macOS ohne Probleme lauffihig sein.

Da es zu den Programmen jeweils ausfiihrliche Bedienungsanleitungen als PDF
gibt, werden hier im Skript ein paar Details unterschlagen und nur die wesentli-
chen Fakten aufgefiihrt. Die Turingmaschine, mit der wir nun arbeiten werden und

5Und zwar in CoMMON Lisp, falls Sie das interessiert.
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TmM2012 die wir TM2012 nennen, unterscheidet sich wie folgt von ,richtigen® Turingma-
schinen:

@

(i)

(iii)

(iv)

)

Es handelt sich um eine einseitig beschrinkte Maschine mit dem Zeichen =
fiir den Bandanfang. Es wurde bereits begriindet, warum das keine relevante
Einschrankung ist.

Das Eingabealphabet X, ist ,fest verdrahtet” und auler der Eins und der
Null gibt es fiir das Band nur noch das Leerzeichen (B fiir blank) und das
Symbol * fiir den Bandanfang. Wie man sich in Aufgabe 11.7 {iberlegen
konnte, ist das keine wesentliche Einschrankung.

Es gibt faktisch nur einen akzeptierenden Endzustand und der wird durch
den speziellen Befehl H (fiir half) implementiert. Siehe dazu Aufgabe 11.8.
Terminiert ein Programm in einem nicht akzeptierenden Zustand, weil ein
Ubergang nicht definiert ist, so wird das durch eine entsprechende Warn-
meldung signalisiert.

Der Schreib-Lese-Kopf steht initial vor dem Bandanfangszeichen. Die Posi-
tion des Kopfes am Ende (nach Erreichen des H-Befehls) ist irrelevant und
der jeweilige Bandinhalt wird als Ausgabe betrachtet. Das ist offensichtlich
nur eine triviale Vereinfachung und man kénnte zur Not alle Programme
so umschreiben, dass sie den Kopf zum Bandanfang bewegen, bevor sie
anhalten.

Es ist moglich, mehrere Worter als Argument einzugeben und mehrere Wor-
ter als Resultat auszugeben. Der besseren Lesbarkeit halber werden die Wor-
ter durch das Leerzeichen getrennt, was allerdings der obigen Definition von
Berechnung widerspricht. Das konnte man notfalls durch die Einfithrung
eines speziellen Trennsymbols beheben. Aulferdem werden wir ohnehin
noch dartiiber sprechen, wie man mehrere Zahlen in einer codieren kann.?

Wir werden mit der TM2012 in erster Linie rechnen und dabei nur ganz einfache
arithmetische Operationen mit natiirlichen Zahlen durchfiihren. Die Zahlen wer-
den binir codiert.” Im Prinzip kommen wir mit den folgenden beiden Aktionen
aus, die sich als decf.TURING und incf.TURING in dem erwdhnten ZIP-Archiv
befinden.

— Von einer natirlichen Zahl wird eins subtrahiert, d. h., aus n wird n — 1.

Handelt es sich um die Eingabe 7 = 0, so wird nichts gedndert, weil wir nur
nichtnegative Zahlen betrachten.

Das Programm l4uft von links nach rechts iiber die Zahl. Kommen nur Nullen
vor, dann ist es bereits fertig. Kommt eine Eins vor, dann lduft es von rechts
nach links zuriick und macht aus allen Nullen Einsen, bis es eine Eins sieht.
Diese wird zu einer Null und danach hélt das Programm an.

— Zu einer natiirlichen Zahl wird eins addiert, d. h., aus n wird n+ 1.

6Und zwar, wenn es um Godelisierung geht.

“Man kann sich jedoch iiberlegen, dass wir im Prinzip auch im Unirsystem hitten arbeiten
koénnen: Die Zahl n € Nwird durch n Einsen dargestellt und die Null kann als Trennzeichen verwendet
werden. Die ,Programme* wéren dann sogar einfacher, dafiir wiirden die Worter auf dem Band
deutlich linger werden. Siehe auch Ubung U 32.
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Das Programm lduft von links nach rechts bis zum Ende der Zahl. Dann l4uft
es von rechts nach links zuriick und macht aus allen Einsen Nullen, bis es
eine Null sieht. Diese wird zu einer Eins und danach hélt das Programm an.
Es kann allerdings (bei Eingaben wie 111) passieren, dass der Schreib-Lese-
Kopf nie eine Null sah. Dann wird am Anfang (denn da befindet er sich nun)
eine Eins geschrieben und die Maschine durchléduft die Zahl noch einmal bis
zum Ende, um eine Null anzufiigen. (Aus dem Beispiel 111 wiirde also 1000
werden.)

Viele der folgenden Aufgaben behandeln TM2012 oder andere Software aus dem
oben erwdhnten ZIP-Archiv. Sie konnen diese Aufgaben aber auch bearbeiten,
wenn Sie die zugehorige Software nicht installieren wollen oder kénnen. Die Do-
kumentation besteht aus PDF-Dateien und der Quellcode ist in der Form von
Textdateien abgelegt, die sich mit jedem beliebigen Texteditor 6ffnen lassen. Die
Programme, die geschrieben werden sollen, sind alle so einfach, dass man sie wie
bei anderen abstrakten Automaten auch im Kopf oder mit Zettel und Stift ablaufen
lassen kann.

Aufgabe 11.12. Schreiben Sie ein Programm fiir TM2012, das aus der Eingabe n das
Ergebnis n—2 berechnet. Die Eingaben n = 0 und n = 1 sollen nicht verdndert werden.

Aufgabe 11.13. Schreiben Sie ein Programm fiir TM2012, das mit nur einem Zustand
auskommt und das alle Einsen zu Nullen und alle Nullen zu Einsen macht.

Aufgabe 11.14. Losen Sie Aufgabe 11.4 fiir TM2012.

Aufgabe 11.15. Schreiben Sie ein TM2012-Programm, das zwei Zahlen (die durch ein
Leerzeichen getrennt eingegeben werden) wie folgt addiert: Mithilfe der Programme
von oben wird in einer Schleife abwechselnd die erste Zahl um eins verringert und die
zweite um eins erhoht. Die Schleife endet, wenn die erste Zahl null ist. Dann wird die
zweite Zahl (die nun die Summe ist) an den Anfang des Bandes geschoben.

12. Die Church-Turing-These

Wir wechseln nun scheinbar vollig den Blickwinkel und schauen uns eine mehr
oder weniger ,ausgewachsene“ Programmiersprache an. Wir werden jedoch wieder
auf Turingmaschinen zurtickkommen. Vorweg wollen wir aber kldren, was genau
man meint (und insbesondere nicht meint), wenn man in der Theoretischen
Informatik tiber Programme und ihre Féhigkeiten spricht.

Nicht gemeint sind die meisten Programme, mit denen wir heutzutage tédglich zu
tun haben, z. B. Webbrowser, Textverarbeitungssoftware oder Apps, mit denen man
Musik horen, Filme anschauen oder Fotos betrachten kann. Das sind alles interak-
tive Programme, die in einer Endlosschleife auf Aktionen des Benutzers (Mausklick,
Tastendruck, Beriihrung des Bildschirms) warten und auf diese reagieren.

Bei den Programmen, die uns auf den folgenden Seiten interessieren, geht es
hingegen um das Folgende:
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— Das Programm bekommt eine Eingabe und soll daraufhin eine Ausgabe
produzieren. Das kann man als Frage und Antwort interpretieren.

— Es gibt klare Kriterien, anhand derer man objektiv iberpriifen kann, ob die
Antwort des Programms korrekt ist. Dafiir miissen die Fragestellungen prazi-
se formuliert werden. Aus diesem Grund verwenden wir formale Sprachen
und die mathematische Notation. Siehe dazu die beiden Beispiele am Ende
des ersten Abschnitts.

— Fragen und Antworten sollen unabhéngig von Zeit und Ort sein. Es soll also
beispielsweise nicht darum gehen, die Lottozahlen der ndchsten Woche
vorherzusagen.

— Esist moglich, dass das Programm scheitert, indem es terminiert, ohne eine
Antwort zu geben, oder indem es in eine Endlosschleife gerit.

— Wir machen uns (noch) keine Gedanken iiber die Effizienz bzw. die physische
Realisierbarkeit, d. h., es interessiert uns momentan nicht, wie lange wir auf
eine Antwort warten miissen und wie viele Ressourcen (wie beispielsweise
Speicherplatz) dafiir verbraucht werden.

— Wir werden uns auf Aufgaben konzentrieren, bei denen Ein- und Ausgabe
Zahlen sind, meistens sogar nur natiirliche Zahlen. (Das beinhaltet auch
Ja-/Nein-Fragen, weil man die Antworten eins und null entsprechend inter-
pretieren kann.)

Bevor wir zu der angekiindigten Programmiersprache kommen, brauchen wir noch
ein Konzept, das in der Theoretischen Informatik hdufig verwendet wird und das
auf einer Idee des Osterreichischen Mathematikers Kurt Godel beruht, der diese
zuerst 1931 im Beweis seines beriihmten Unvollstindigkeitssatzes verwendete —
auf dem {ibrigens Turings Arbeit von 1936 basierte.

s \

Sei L eine formale Sprache. Eine Funktion g: L — N wird Godelisierung von L
genannt, wenn sie die folgenden Bedingungen erfiillt:

(i) gistinjektiv® und berechenbar.
(ii) gl[L]ist entscheidbar.
(iii) Die Umkehrfunktion g!: g[L] — L ist berechenbar.
Den Funktionswert g(w) nennt man die G6delnummer des Wortes w.

\ J

In dieser Definition tauchen die Begriffe berechenbar und entscheidbar auf, die wir
erst spiter genau definieren werden. Man kann die Anforderungen an g aber auch
umgangssprachlich beschreiben:
(i) g soll verschiedenen Wortern verschiedene Zahlen zuordnen. Und es muss
ein Computerprogramm geben,® das fiir jedes Wort w von L die Godelnum-
mer g(w) berechnen kann.

87um Begriff der Injektivitit und zur Schreibweise g[L] siehe z. B. den Abschnitt {iber Funktionen
im aktuellen Matheskript.

9Die hier erwidhnten Programme muss es nicht wirklich geben. Es reicht, wenn man sich iiberzeugt,
dass man sie schreiben kénnte. Es geht ja um Theoretische Informatik.
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(ii) Es muss ein Computerprogramm geben, das erkennen kann, ob eine natiirli-
che Zahl die Godelnummer eines Wortes aus L ist.

(iii) Es muss ein Computerprogramm geben, das aus der Gédelnummer eines
L-Wortes das Wort rekonstruieren kann.

Aufgabe 12.1. Féllt Ihnen fiir die Sprache 2’ eine Godelisierung ein, die in der Praxis
tatsdchlich verwendet wird?

Godels urspriingliche Godelisierung ist prinzipiell fiir alle formalen Sprachen

geeignet.!” Wir werden sie in Zukunft verwenden und die kanonische Gédelisierung ~ kanonische
nennen. Sie ist fiir die Praxis nicht zu gebrauchen, weil die Godelnummern sehr Godelisierung
grofd werden, fiir die Theorie ist sie aber ideal. Sie beruht auf dem Fundamentalsatz

der Arithmetik,!! den ich als bekannt voraussetze:

(i) Jedem Zeichen a des Alphabets X wird injektiv eine natiirliche Zahl n, zu-
geordnet. Der Einfachheit halber nimmt man typischerweise die Zahlen 1
bis m, wenn Z aus m Symbolen besteht.

(ii) Istnun L eine Sprache iiber Z und w das Wort (o73,...,0%) aus L, so wird w
die nattirliche Zahl

Ng,.

g(W) — p?o] pgaz pk

zugeordnet, wobei p; die i-te Primzahl sein soll.

Aufgabe 12.2. Sei X das Alphabet {a, b, c} mit der naheliegenden Zuordnung n, =1,
ny =2, ne = 3. L sei die Sprache Z* und g die kanonische Godelisierung. Geben Sie
g(abba) an.

Aufgabe 12.3. Schreiben Sie fiir das Beispiel aus Aufgabe 12.2 in einer Programmier-
sprache Ihrer Wahl Funktionen, die den drei Computerprogrammen in der Definition
des Begriffs Godelisierung entsprechen. (Es ist empfehlenswert, eine Sprache zu
wihlen, in der es bereits Funktionen fiir Primfaktorzerlegung und die i-te Primzahl
gibt.)

Aufgabe 12.4. Begriinden Sie, wie man die Idee der kanonischen Godelisierung auch
auf die Menge

L=UJN=N"uN'UN?u...
keN

aller Tupel aus natiirlichen Zahlen anwenden kann, obwohl L keine formale Sprache
ist. Es geht also darum, jedem beliebigen Tupel natiirlicher Zahlen eindeutig eine
natiirliche Zahl zuzuordnen.

Die Programmiersprache TOLL, mit der wir uns nun beschiftigen werden, hat eine ~ TOLL
Syntax, die vage an die von PASCAL angelehnt ist. Wenn Sie aber tiberhaupt schon

10Genauer: fiir alle Sprachen, die man iiberhaupt godelisieren kann. Erinnern Sie sich an Ab-
schnitt 3.
Uxapitel 8 in KMFI.
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einmal ,ernsthaft“ programmiert haben, sollten Sie TOLL-Programme ohne Proble-
me lesen kénnen. TOLL bietet die in den meisten Sprachen tiblichen Datentypen
integer und float sowie Arrays solcher Werte. Im Gegensatz zu vielen géngigen
Programmiersprachen kénnen die Zahlen jedoch beliebig grof$ oder klein wer-
den und die FlieRkommazahlen beliebig genau.!? Es gibt Variablen, Zuweisungen,
arithmetische Ausdriicke, in denen die vier Grundrechenarten vorkommen kén-
nen, sowie natiirlich Konstrukte fiir bedingte Anweisungen und Schleifen. Zudem
gibt es einen goto-Befehl, den viele aktuelle Sprachen nicht mehr unterstiitzen. Da
ToLL spezifisch auf die oben beschriebene Problemstellung zugeschnitten ist, sind
Beginn und Ende des Programmablaufs klar definiert: Fiir jedes Programm steht
fest, welche und wie viele Eingabeparameter es akzeptiert, und ein planmagiges
Ende ist nur durch den Befehl halt mdoglich, der eine Zahl zuriickgibt.

Dieses Programm berechnet beispielsweise die Fakultit n! der Eingabe n:

program fakultaet(n: integer)

var i: integer,
result: integer;

begin
# Fir negative Argumente wird -1 ausgegeben
if n < 0 then halt(0-1) endif;

result := 1;
for i from 1 to n do
result := result * ij;
halt (result)
end

Und das folgende Programm berechnet fiir die Eingabe n den n-ten Wert der
Fibonacci-Folge.

program fibo(n: integer)

var i: integer,
a: array[1000] of integer;

begin
if (n < 0) then halt(0-1) endif;
al[0] := 0;
al1] := 1;

for i from 2 to n do
alil := ali-1] + al[i-2];
halt(a[n])
end

12Wihrend das fiir die ganzen Zahlen wirklich stimmt (sofern es der Speicherplatz zulisst), stellen
wir uns das fiir die Flie@kommazahlen nur vor. In der Realitdt arbeitet TOLL intern mit stinknormalen
IEEE-754-Zahlen.
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Aufgabe 12.5. Schreiben Sie das obige Programm fibo so um, dass es ohne Arrays
funktioniert. (Sie miuissen dafiir nicht TOLL verwenden, sondern konnen eine Pro-
grammiersprache Threr Wahl benutzen.)

Aufgabe 12.6. Was macht das Programm foo . TOLL, das Sie im ZIP-Archiv finden?

ToLL soll als Muster dafiir dienen, was ein typischer Computer (oder besser: jeder
beliebige Computer) leisten kann. Daher miissen wir zundchst dariiber reden, was
diese Sprache (scheinbar) nicht kann. Wenn Sie sie mit ,,echten“ Programmierspra-
chen, die Sie kennen, vergleichen, werden Thnen wahrscheinlich diverse Dinge
fehlen. Darauf gehen wir gleich ein. Vorab méchte ich aber ein Argument bringen,
aufgrund dessen man sich die folgende Diskussion im Prinzip gro8tenteils spa-
ren kann: Sdmtliche Programme, die auf Threm Computer laufen, bestehen aus
Anweisungen in Maschinensprache, denn nur die ,versteht“ der Prozessor. Die
Programme wurden wahrscheinlich in einer sogenannten Hochsprache wie C++
oder PYTHON geschrieben, dann aber mit einem Compiler oder Interpreter in die
»Muttersprache“ der CPU {iibersetzt. Daher miisste man TOLL eigentlich nur mit
Maschinensprache vergleichen.

Trotzdem wollen wir ein paar Punkte, die von Studierenden an dieser Stelle hdufig
genannt werden, etwas genauer unter die Lupe nehmen.

— ToLL hat keinerlei Fahigkeiten, mit der Hardware (Tastatur, Maus, Bild-
schirm, Lautsprecher, etc.) zu kommunizieren. Das ist aber offensichtlich
angesichts unserer Aufgabenstellung auch nicht nétig.

— ToLL hat keine Strings und auch keinen Datentyp fiir einzelne Zeichen.
Das ist aber nicht wirklich ein Problem, da Buchstaben intern ohnehin als
Bitmuster gespeichert werden, die man ebenso gut als Zahlen interpretieren
kann.!3 Strings lassen sich als Arrays von Zahlen realisieren.

— ToLL hat keine komplexen Datenstrukturen wie zum Beispiel Hashtabellen,
Mengen oder Datensitze. Die lassen sich aber alle mit Arrays simulieren.*

— ToLL bietet auller den vier Grundrechenarten, den Relationen = und < so-
wie den Junktoren and, or und not keine weiteren mathematischen und
logischen Operatoren. Man kann die ,,fehlenden® Funktionen aber alle mit
den vorhandenen Mitteln implementieren, wenn sie benotigt werden. Bei
Funktionen wie dem Sinus, bei dem ohnehin nur Ndherungswerte gebraucht
werden, kann man sogar ohne spezielle Tricks mit einer langsam konvergie-
renden Reihenentwicklung arbeiten, weil Effizienziiberlegungen momentan
keine Rolle spielen. Siehe dazu auch die Aufgaben 12.7 und 12.8.

— ToLL ist nicht objektorientiert. Wer nur JAVA kennt, féllt angesichts dieser
Aussage vielleicht in Ohnmacht, aber Objektorientierung ist im Endeffekt

13Der Unicode-Standard ordnet ebenfalls jedem Zeichen eine Zahl (den Codepunkt) zu und in der
Programmiersprache C ist char einfach ein Synonym fiir einen ganzzahligen Wert und Strings als
eigenen Datentyp gibt es gar nicht. Das dndert aber nichts daran, dass es unzdhlige C-Programme
gibt, die Text verarbeiten konnen.

14Man kénnte auch argumentieren, dass (eindimensionale) Arrays die einzige ,natiirliche“ Daten-
struktur heutiger Computer sind, weil deren Speicher entsprechend organisiert sind.
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nur eine Abstraktionsschicht, die einer Programmiersprache keine neue
Funktionalitat hinzufl'igt.15 (Der Linux-Kernel besteht z. B. aus zig Millionen
Zeilen Code in C und C ist nicht objektorientiert.)

— ToLL hat keine Funktionen oder Prozeduren. Bei groleren Programmierpro-
jekten diirfte das wohl das gro8te Manko von TOLL sein — falls jemand die
Sprache ernsthaft verwenden wollte. Man kann so etwas jedoch (miihsam)
mit goto und einem Stack reproduzieren, wenn man sich ein Beispiel daran
nimmt, wie Funktionen und Prozeduren auf der Ebene der Maschinenspra-
che realisiert werden. (Den Stack kann man mit einem Array simulieren.
Aber siehe auch Aufgabe 12.11.)

Nicht verschweigen sollte man auch, dass ToLL Dinge kann (oder zu konnen
vorgibt), die jemandem, der nur Sprachen wie JAvA oder C kennt, vielleicht arg
tibertrieben vorkommen. Die Rede ist von den beliebig genauen Zahlen. Das ist
aber keine theoretische Traumerei, sondern in der Praxis durchaus tiblich und
wird als Langzahlarithmetik bezeichnet. PyTHON oder COMMON LiSP bieten diese
beispielsweise fiir ganze Zahlen und JuLIA sowohl fiir ganze Zahlen als auch fiir
FlieBkommazahlen. Dafiir wird intern ein gewisser Aufwand betrieben, weil die
Zahlen auf mehrere Speicherzellen verteilt werden miissen, und natiirlich sind
solche Werte nicht beliebig genau, weil man irgendwann an die Grenzen des verfiig-
baren Speichers st63t. Mehr brauchen wir aber auch nicht. Wir hatten die Bander
von Turingmaschinen als ,lang genug“ vorausgesetzt und so stellen wir uns den
Speicher fiir unsere TOLL-Programme auch als , gro3 genug* vor.

Hoffentlich hat diese lange Argumentationskette Sie davon iiberzeugt, dass TOLL
ein ausreichendes Modell dafiir ist, was ein beliebiger Computer leisten kann — im
Sinne der Eingrenzung vom Anfang des Abschnitts. Denn das war der wesentliche
Grund fiir die Einfiihrung dieser Programmiersprache (die Sie in der Praxis wohl
kaum einsetzen wollen).

Aufgabe 12.7. Schreiben Sie ein TOLL-Programm, das a mod b fiir zwei ganzzahlige
Werte a und b berechnet.

Aufgabe 12.8. Schreiben Sie ein TOLL-Programm, das das bitweise UND zweier natiir-
licher Zahlen berechnet, wobei die Zahlen als Bitfolgen gema( ihrer Bindrdarstellung
aufgefasst werden. (Das entspricht einer Operation wie a & b in C-Syntax.)

Damit hat TOLL seine Schuldigkeit auch bereits getan. Wir werden nun nach und
nach die Fahigkeiten von TOLL beschneiden und dabei jeweils begriinden, warum
man auf bestimmte Dinge verzichten kann, wenn man den dadurch entstehenden
hoéheren Aufwand nicht scheut.

— Man braucht keine FlieRkommazahlen. Wie Sie vielleicht wissen, werden
diese intern ohnehin als rationale Zahlen gespeichert, deren Nenner Zwei-
erpotenzen sind.'® Man konnte also FlieRkommazahlen durch Paare von

15(brigens beschreibt der Klassiker Structure and Interpretation of Computer Programs sehr schon,
wie man einer Sprache wie SCHEME, die nicht objektorientiert ist, Objektorientierung nachtréiglich
hinzuftigen kann.

16Recht detailliert wird das wie gesagt in den Kapiteln 12 und 13 von KMFI beschrieben.
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ganzen Zahlen (Zdhler und Nenner) ersetzen und hétte damit in TOLL sogar
beliebig genaue rationale Zahlen. Oder man kénnte die ,,echte Fliefkom-
maarithmetik simulieren. Siehe dazu Aufgabe 12.13.

— Man braucht keine negativen ganzen Zahlen. Ganz simpel kann man eine
ganze Zahl beispielsweise als zwei natiirliche Zahlen speichern - eine fiir den
Betrag und eine fiir das Vorzeichen, wobei letztere nur zwei Werte annehmen
kann, etwa 1 fiir plus und 0 fiir minus. So werden wir es auch machen.
Da ToLL aber mittels halt nur einen Wert zuriickgeben kann, fithren wir
noch die Konvention ein, dass bei dieser Zahl das niedrigstwertige Bit das
Vorzeichen codiert. Beispiel: Die Ausgabe 26 hat das Bitmuster 11010 und
wird interpretiert als das Paar aus den Bitmustern 1101 (13) und 0, wobei die
Null am Ende fiir minus steht. ,Gemeint“ ist also die Zahl —13. Siehe dazu
auch Aufgabe 12.9.

— Wenn man nun nur noch natiirliche Zahlen hat, kann man auf Arrays ver-
zichten, weil man ein ganzes Array in einer Zahl unterbringen kann. Dafiir
verwenden wir die kanonische Gédelisierung. Siehe Aufgabe 12.10.

— Nun ersetzt man alle arithmetischen Ausdriicke, die nicht auf der rechten
Seite von Zuweisungen stehen, durch neue Variablen. Beispielsweise er-
setzt man einen Befehl der Form halt (a+2*b) durch h:=a+2*Db gefolgt von
halt (h), wobeih eine Variable sein soll, die extra fiir diesen Zweck hinzuge-
nommen wurde.

— Dann werden die verbleibenden arithmetischen Ausdriicke — evtl. unter
Hinzunahme weiterer neuer Variablen - so vereinfacht, dass pro Zuweisung
nur noch ein Operator vorkommt. Aus a: =a+b*c kann man beispielsweise
h:=bx*c gefolgt von a:=a+h machen.

— Ebenso werden alle Junktoren entfernt. Wenn diese in if- oder while-
Konstrukten auftreten, dann kann man das immer durch mehrere Einzeltests
ersetzen.

— Als Nidchstes kann man auf for-Schleifen verzichten, weil man dafiir auch
while verwenden kann.

— Und nachdem man das erledigt hat, wird man while los, indem man statt-
dessen if und goto verwendet. Ebenso kann man mit case verfahren. Auch
auf den else-Zweig in if-Befehlen kann man natiirlich verzichten. Aufga-
be 12.12 demonstriert einige der letzten Schritte an einem Beispiel.

— Wir sind noch nicht fertig! Jetzt ersetzen wir Punkt- durch Strichrechnung,
d. h., dass nach diesem Schritt die Operationen * und / nicht mehr vorkom-
men. Wie geht das? Statt z. B. axb auszurechnen, wird eine neue Variable r
mit null initialisiert und dann wird a-mal b zu r addiert. Das kann man
(mithsam) mit einer Zdhlvariablen sowie if und goto erreichen.

— Und dann werden mit einem dhnlichen Verfahren wie im letzten Schritt
Ausdriicke der Form a+b oder a-b so modifiziert, dass nur noch die Addition
bzw. Subtraktion der Zahl 1 zugelassen ist.

Ich habe ein paar Details weggelassen und man muss bei dem ganzen Prozess
auf die Reihenfolge achten, damit man nicht in einem spédteren Schritt Dinge
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wieder einfiihrt, die man in einem fritheren Schritt entfernt hatte. Aber so eine
»Verdummung“ von TOLL ist wirklich méglich und als Beweis finden Sie im ZIP-
NsD  Archiv ein Programm, das TOLL-Code in die Sprache NsD iibersetzen kann,!” die
nun beschrieben wird:
- NsD-Programme haben eine dhnliche Syntax wie TOLL, erlauben aber nur
ganz wenige Befehle.
— In Variablen kénnen nur natiirliche Zahlen gespeichert werden. Daher gibt
es keine Typen und Variablen miissen nicht deklariert werden. Sie miissen
jedoch vor der Verwendung initialisiert werden.

- Es sind nur drei Sorten von Zuweisungen erlaubt:
x:=0, x:=x+1 und x:=x-1.

Dabei steht x fiir irgendeine Variable, aber 0 und 1 diirfen nicht durch andere
Werte ersetzt werden. Multiplikation und Division gibt es gar nicht und das
Ergebnis der Rechnung 0 — 1 ist per definitionem 0.

— if-Befehle konnen nur die Form
if x=0 then goto 20

haben. Man darf x durch eine andere Variable und 20 durch eine andere
Zeilennummer ersetzen, aber der Rest muss so bleiben.

- halt-Befehle miissen die Form halt (x) haben, wobei x irgendein Varia-
blenname ist.

— Und das war alles! Samtliche Befehle, die oben nicht explizit aufgefiihrt
wurden, sind verboten!

Diese Sprache ist natiirlich — ebenso wie Turingmaschinen — nicht dafiir gedacht,
mit ihr ernsthaft zu programmieren. Als Beispiel dafiir, wie mithsam das wire, hier
ein Programm, das lediglich zwei Zahlen multipliziert:

program mult(x,y)
summe := O; summand := O; dummy := O; helper := 0;

# weise "summand" den Wert von "x" zu
10: if x = 0 goto 5;

summand := summand + 1;
helper := helper + 1;
X :=x - 1;

if dummy = O goto 10;

# setze "x" wieder zurick (mit Hilfe von "helper")
5: if helper = 0 goto 6;
helper := helper - 1;

17Da es sich nur um eine Demo handelt, gibt es ein paar Einschréinkungen: Das TOLL-Programm
darf keine Arrays oder FlieBkommazahlen verwenden. Das war mir zu aufwendig. Auerdem wird
die Ubersetzung nur fiir vergleichsweise kleine Programme sinnvoll funktionieren, weil die resultie-
renden NsD-Programme sehr umfangreich und ziemlich langsam sind.
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X :=x + 1;
if dummy = O goto 5;

6: if y = 0 goto 40;

# addiere "summand" (also "x") zu "summe"
20: if summand = 0 goto 30;

summe := summe + 1;

summand := summand - 1;

if dummy = O goto 20;

# mache das alles "y"-mal
30: y :=y - 1;
if dummy = O goto 10;

40: halt(summe) ;

NsD steht tibrigens augenzwinkernd fiir ,nich so doll“, aber der ernste Hintergrund
ist, dass es sich dabei im Wesentlichen um eine sogenannte Registermaschine
handelt, ein weiteres Tierchen aus dem Zoo der abstrakten Maschinen. Und das,
was ich vorhin scherzhaft Verdummung genannt habe, ist natiirlich nichts anderes
als das, was ein Compiler macht.

Aufgabe 12.9. Warum kann man negative ganze Zahlen in TOLL nicht im weitverbrei-
teten Zweierkomplement darstellen?

Aufgabe 12.10. Schreiben Sie in einer Programmiersprache Ihrer Wahl (und besser
nicht in ToLL) Funktionen die das Auslesen und Speichern von natiirlichen Zahlen fiir
ein ,Array“ simulieren, das wie in Aufgabe 12.4 g6delisiert ist. (Der Inhalt des Arrays
soll sich also die ganze Zeit in einer einzigen natiirlichen Zahl befinden.)

Aufgabe 12.11. Implementieren Sie analog zu Aufgabe 12.10 einen Stack, der mit den
Operationen push und pop modifiziert werden kann, als eine einzige Zahl.

Aufgabe 12.12. Schreiben Sie das TOLL-Programm aus der Losung von Aufgabe 12.8
so um, dass while, else und Junktoren nicht mehr vorkommen. Verwenden Sie
stattdessen goto und ggf. neue Variablen. Arithmetische Ausdriicke sind nur auf
der rechten Seite von Zuweisungen erlaubt und diirfen jeweils hochstens einen der
Operatoren +, -, * oder / enthalten.

*Aufgabe 12.13. Das TOLL-Programm heron.TOLL aus dem ZIP-Archiv berechnet
ndherungsweise die Quadratwurzel einer Zahl mit dem Heron-Verfahren. Zeigen Sie
anhand dieses Beispiels folgendermaRen, dass man Gleitkommazahlen eigentlich
»hicht braucht:

Schreiben Sie das Program so um, dass fiir die Eingabe und sdmtliche Berechnungen
ausschlieBlich ganze Zahlen benutzt werden. Ersetzen Sie dafiir alle Gleitkommazah-
len jeweils durch eine ganzzahlige Mantisse und einen ganzzahligen Zehnerexponen-

Registermaschine
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ten.!® Das Programm erhilt als Eingabe also nun zwei Zahlen statt einer und jede
float-Variable wird durch jeweils zwei integer-Variablen ersetzt.

Wenn Sie Zahlen in dieser Darstellung addieren, subtrahieren oder vergleichen wollen,
miissen Sie zunichst dafiir sorgen, dass die Zehnerexponenten identisch sind. Bei der
Division miissen Sie darauf achten, dass Sie nur ganzzahlige Divisionen durchfiihren
diirfen. Es wird also ggf. Rundungsfehler geben.'? Sie kénnen aber durch VergroRern
der Mantisse des Dividenden die Rundungsfehler klein halten.

Da man mit dem Befehl halt nur eine Zahl ausgeben kann, diirfen Sie ganz am
Ende des Programms das Ergebnis wieder in einen float-Wert umrechnen. Aller-
dings darf dies erst dann geschehen, wenn der Ndherungswert fiir die Wurzel bereits
ausgerechnet wurde.

Aufgabe 12.14. Im ZIP-Archiv befinden sich ein Interpreter fiir die Sprache NSD nebst
Anleitung sowie ein paar Beispielprogramme. Schauen Sie sich die an und schreiben
Sie dann ein NsD-Programm, das den groten gemeinsamen Teiler zweier Zahlen
berechnet.

Wie Sie vielleicht schon geahnt haben, fiigen wir noch einen weiteren Compiler
hinzu:2° Nsp-Programme werden in Code fiir TM2012 iibersetzt. Das ist wesentlich
weniger Arbeit als oben, weil der NsD-Befehlssatz so tiberschaubar ist. Man muss
nur die folgenden Schritte durchfiihren:

(i) Alle Variablen, die im NSD-Programm vorkommen, werden durchnumme-
riert. Im Folgenden nennen wir die n-te Variable xn. Fiir alle tempordiren
Variablen (also die, die keine Argumente des Programms sind) wird hinter
dem Ende des (beschriebenen) Tapes je eine Null angefiigt.

(ii) Fiir Zuweisungen der Form xn:=0 wandert TM2012 zum Start des Bandes,

dann von dort zur n-ten Variable und tiberschreibt sie mit Nullen.

(iii) Fir Zuweisungen der Form xn:=xn-1 wandert TM2012 zum Start des Ban-

des, dann von dort zur n-ten Variable und subtrahiert eins. Wie das geht,
haben wir auf Seite 58 gesehen.

(iv) Fiir Zuweisungen der Form xn:=xn+1 wandert TM2012 zum Start des Ban-

des, dann von dort vor die n-te Variable, verschiebt den Bandinhalt ab dieser
Position um eine Stelle nach rechts (um Platz fiir einen eventuellen Ubertrag
zu schaffen) und addiert schliellich eins. Auch dafiir haben wir den Code
bereits gesehen (den fiir das Verschieben in Aufgabe 11.6). Danach wird ggf.
noch ein tiberfliissiges Leerzeichen, das durch das Verschieben entstanden
sein konnte, entfernt.

(v) Fiir einen Befehl der Form if xn=0 goto 10 wandert TM2012 zum Start

des Bandes, von dort zur n-ten Variable und priift, ob diese nur aus Nullen
besteht. Ist das der Fall, dann wird entsprechend der Zustand gewechselt.

187 B. kann man die Zahl 4.2 als 42-10~! oder auch als 420-10~2 darstellen — dabei wire 42 oder 420
die Mantisse und —1 bzw. —2 der Zehnerexponent.

19Natiirlich kommt es auch bei der iiblichen Division mit Gleitkommazahlen in JAVA oder C zu
Rundungsfehlern. Details dazu in den Kapiteln 12 und 13 von KMFI.

20Und den gibt es auch als ausfithrbares Programm im ZIP-Archiv.


https://weitz.de/files/TI.zip
https://de.wikipedia.org/wiki/Gr%C3%B6%C3%9Fter_gemeinsamer_Teiler
https://weitz.de/KMFI/
https://weitz.de/files/TI.zip
https://weitz.de/
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12. Die Church-Turing-These 69

(vi) Und der Befehl halt (xn) wird dadurch realisiert, dass alle Variablen vor
und hinter xn entfernt werden und die Maschine dann angehalten wird.

Fiir kleine ToLL-Programme wie z. B. das zum Berechnen der Fakultit sollten Sie
den Ubersetzungsprozess wirklich einmal ausprobieren.?! Die Checkboxen mit
der Beschriftung ,Parameter iibersetzen“ sind dafiir da, automatisch negative
Zahlen bei der Ein- und Ausgabe zu konvertieren. Wenn Sie den iibersetzten Code
in TM2012 tatsdchlich laufen lassen wollen, fangen Sie mit kleinen Werten an!
Fiir die meisten Programme werden Sie die Verzogerung komplett abstellen und
die Checkbox ,Tape zeigen“ deaktivieren miissen, denn sonst warten Sie bis zum
Sankt-Nimmerleins-Tag auf das Ergebnis.

Trotz dieser Einschrankungen sind Sie nun hoffentlich davon {iberzeugt, dass eine
Turingmaschine (zumindest theoretisch) alles berechnen kann, was herkémmliche
Computer berechnen kénnen.?? Das Ziel der kleinen Tour de Force durch drei sehr
unterschiedliche ,Computertypen® war es aber auch, die folgende Aussage zu
motivieren:

Church-Turing-These
Jede intuitiv berechenbare Funktion kann von einer Turingmaschine berech-
net werden.

Der amerikanische Mathematiker Alonzo Church, der Doktorvater von Turing, for-
mulierte diese These (in etwas anderer Form) 1936 und Turing und andere sahen
das damals ebenso. Der urspriingliche Anlass war, dass in den 1930er Jahren neben
den Turingmaschinen noch weitere Modelle dafiir entwickelt worden waren, wie
Berechnungsvorgénge ablaufen, wobei die wichtigsten die p-rekursiven Funktio-
nen (von Godel und dem Franzosen Jacques Herbrand) und Churchs A-Kalkiil
waren. Es stellte sich heraus, dass diese Modelle alle dquivalent waren: mit ihnen
konnten jeweils dieselben Klassen von Funktionen berechnet werden. In den kom-
menden Jahrzehnten wurden noch diverse weitere Modelle vorgeschlagen, z. B. die
erwdhnten Registermaschinen, aber alle stellten sich als dquivalent zu den bereits
vorhandenen heraus.

Trotzdem ist diese Aussage eine These und kein mathematisches Theorem. Allein
schon deshalb, weil es keine klare Definition dafiir gibt, was ,intuitiv berechenbar*
bedeuten soll, kann man sie nicht beweisen. Man kdnnte sie héchstens widerlegen,
indem man ein méchtigeres Modell entwickelt. Das ist aber in den letzten 90 Jahren
niemandem gelungen. Und inzwischen sind wohl so ziemlich alle Experten der
Meinung, dass die These wahr ist. Man kdnnte fast von einem Axiom der Informatik
sprechen.

21Beachten Sie, dass die Programme weder FlieRBkommazahlen noch Arrays verwenden diirfen.

22nd es sollte wohl klar sein, dass umgekehrt natiirlich auch Ihr PC alles berechnen kann, was
eine Turingmaschine berechnen kann. Das erkennt man schon daran, dass es Programme wie FLACI
oder TM2012 gibt. Aber vielleicht denken Sie einmal dariiber nach, wie Sie eine Turingmaschine in
einer Programmiersprache Threr Wahl simulieren wiirden.


https://de.wikipedia.org/wiki/Alonzo_Church
https://de.wikipedia.org/wiki/Doktorvater
https://de.wikipedia.org/wiki/%CE%9C-Rekursion
https://de.wikipedia.org/wiki/%CE%9C-Rekursion
https://en.wikipedia.org/wiki/Jacques_Herbrand
https://de.wikipedia.org/wiki/Lambda-Kalk%C3%BCl
https://de.wikipedia.org/wiki/Theorem
https://de.wikipedia.org/wiki/Axiom
https://weitz.de/
https://weitz.de/files/ti-skript.pdf
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/de/
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Aufgabe 12.15. An dieser Stelle kommt oft die Frage, ob die Church-Turing-These
nicht durch Quantencomputer oder Kiinstliche Intelligenz (KI) tiberholt ist. Kann
man mit diesen Werkzeugen nicht mehr erreichen als mit herkémmlichen Computer-
programmen?

In der Fachsprache dreht man tirigens den Spiel§ um und nennt eine Programmier-
sprache oder ein abstraktes Modell, das alles berechnen kann, was eine Turingma-
schine berechnen kann, turingvollstindig. In diesem Sinne sind TOLL, NSD und
alle gdngigen Programmiersprachen wie C, JAVA oder LisP turingvollstdndig. Es
gibt aber auch sehr tiberraschende Beispiele fiir Turingvollstandigkeit wie etwa
das Spiel des Lebens des englischen Mathematikers John Conway oder Minecraft.

Ein weiteres Beispiel stammt ebenfalls von Conway und ldsst sich leicht erkldren.
Es handelt sich um die turingvollstdndige ,Programmiersprache“ FRACTRAN (ein
Kofferwort aus fraction und FORTRAN). FRACTRAN-Programme sind einfach Listen
von Briichen wie diese:

17 78 19 23 29 77 95 77 1 11 13 15 15 55 12.1

91 8 51 38 33 20 23 19 7 138 11 14 2 1 (oY
Das Wort Programmiersprache steht oben zwischen Tiiddelchen, weil es bei sol-
chen Modellen (wie auch bei den oben erwdhnten Spielen) auf die Interpretation
ankommt, was man als Ein- und Ausgabe betrachtet.?® Unter dem richtigen Blick-
winkel betrachtet ist (12.1) jedoch ein (erstaunlich kurzes) Programm, das in der
Lage ist, eine sortierte Liste aller Primzahlen auszuwerfen. Details dariiber, wie
FRACTRAN funktioniert und warum das Modell turingvollstdndig ist, finden Sie in
dem am Rande verlinkten Video.

*Aufgabe 12.16. Ubersetzen Sie (12.1) in ein NSD-Programm.

13. Akzeptierende Turingmaschinen und formale Sprachen

Wir arbeiten nun wieder mit Turingmaschinen. Die Uberlegungen aus dem letzten
Abschnitt erlauben es uns jedoch, auf das miihsame , Programmieren” derselben
in der Regel zu verzichten, solange wir die entsprechenden Vorgédnge prézise genug
beschreiben und uns vorstellen kénnen, sie in einer gédngigen Sprache zu codieren.
Wir kldren als Erstes die Frage, welche Klasse von Sprachen zu den Turingmaschi-
nen passt.

Eine Turingmaschine T mit Eingabealphabet I akzeptiert ein Wort w € I*,
wenn die von T berechnete Funktion fr fiir dieses Wort einen Funktionswert
hat, wenn also fr(w) # L gilt. (Mit anderen Worten:2* Wenn T bei der Eingabe

23Das gilt eigentlich fiir alle Programmiersprachen. Bei den iiblichen haben wir uns nur an eine
Art ,Standardinterpretation“ gewdhnt. Was Sie auf Threr Tastatur tippen, erzeugt elektronische
Impulse, die vom Computer iibersetzt werden. Und als Antwort sorgt er dafiir, dass Punkte auf Threm
Bildschirm aufleuchten, deren Muster ihr Gehirn erkennt. Intern gibt es nur Bits.


https://www.youtube.com/playlist?list=PLb0zKSynM2PCGMVJiM9Z9fWAXOfb06qe5
https://de.wikipedia.org/wiki/K%C3%BCnstliche_Intelligenz
https://de.wikipedia.org/wiki/Turing-Vollst%C3%A4ndigkeit
https://de.wikipedia.org/wiki/Conways_Spiel_des_Lebens
https://de.wikipedia.org/wiki/John_Horton_Conway
https://de.wikipedia.org/wiki/Minecraft
https://de.wikipedia.org/wiki/FRACTRAN
https://de.wikipedia.org/wiki/Kofferwort
https://en.wikipedia.org/wiki/Fraction
https://de.wikipedia.org/wiki/Fortran
https://weitz.de/v/frct
https://de.wikipedia.org/wiki/Anf%C3%BChrungszeichen
https://weitz.de/v/csen
https://weitz.de/
https://weitz.de/files/ti-skript.pdf
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/de/
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von w in einem akzeptierenden Zustand terminiert.) Die von T akzeptierte
Sprache ist dann definiert als

L(T) ={weI":T akzeptiert w}.

Fiir das weitere Vorgehen wird das bereits aus den vorhergehenden Kapiteln be-
kannte Konzept des Nichtdeterminismus hilfreich sein. Man kann aus einer ge-
wohnlichen Turingmaschine T = (S, I,T,§, so,0, F), die nach unserer Definition
deterministisch agiert, eine nichtdeterministische Turingmaschine machen, indem
man fiir § partielle Funktionen von S x I' nach (S x I" x {«—, —}) zuldsst. Die Funk-
tionswerte sind dann also nicht einzelne Tripel, sondern Mengen solcher Tripel
(und zwar offenbar endliche). Hat so eine Menge mehr als ein Element, dann hat
die Maschine an dieser Stelle eine Wahlmoglichkeit. Akzeptanz eines Wortes wird
fiir nichtdeterministische Turingmaschinen sinnvollerweise so definiert, dass es
ausreicht, wenn mindestens ein moglicher Berechnungsweg bei der Eingabe des
Wortes in einem akzeptierenden Zustand terminiert.

Aufgabe 13.1. Verstdndnisfrage: Bei nichtdeterministischen Turingmaschinen kénnte
man auf das adjektiv partiell fiir 6 verzichten. Wieso?

Aufgabe 13.2. Wie muss man die Definition von = dndern, damit sie fiir nichtdeter-
ministische Turingmaschinen korrekt ist?

Wie bei endlichen Automaten (und anders als bei Kellerautomaten) hat man durch
den Nichtdeterminismus quasi ,nichts gewonnen®.

Zu jeder nichtdeterministischen Turingmaschine gibt es eine deterministische
Turingmaschine, die dieselbe Sprache akzeptiert.

Beweis. Sei T = (S,1,T, 9, sp,0, F) eine nichtdeterministische Turingmaschine. Da
sowohl der Definitionsbereich der Ubergangsfunktion 6 als auch deren Funktions-
werte endlich sind, hat die Maschine nur endlich viele ,Entscheidungspunkte®.
Konkret zdhlen wir alle Paare (x,y) aus (SxI') x (S xI" x {«<,—}) auf, bei denen
y€d(x) gilt,25 und nennen sie e; bis e,,. Jedes Mal, wenn T eine Entscheidung26
trifft, entspricht das der Auswahl eines dieser e;. Anders ausgedriickt ldsst sich
jeder mogliche terminierende Durchlauf von T durch ein Tupel von Zahlen aus
{1,..., w} beschreiben; und zwar in dem Sinne, dass das Tupel (ki, k», ..., k) be-
deutet, dass die Turingmaschine nacheinander die , Entscheidungen® ey, ey, bis
ex, getroffen hat.

24Wenn man es ganz genau nimmt, dann sind diese beiden Beschreibungen nicht dquivalent, weil
wir bei der Definition von fr verlangt hatten, dass der Bandinhalt am Ende eine bestimmte Form
haben muss. Das ist aber offensichtlich ein Detail, das man vernachléssigen kann.

25Das sind quasi alle Eintrige in einer Tabelle wie auf Seite 53, wobei im nichtdeterministischen
Fall in einer Tabellenzelle jedoch mehrere Eintrage stehen kdnnen.

26Faktisch gibt es nur etwas zu entscheiden, wenn §(x) mehr als ein Element hat.

nichtdeterministische
Turingmaschine

Satz 13.1


https://weitz.de/
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Diese Tupel kann man alle der Reihe nach aufzihlen. Fiir w = 2 wiirde das bei-
spielsweise so aussehen:

0,M,2),(1,1,1,2),21),2,2),(1,1,1),1,1,2),dQ,2,1),... (13.1)

Fiir die deterministische Turingmaschine T’, die T simulieren soll, verwenden wir
nun der Einfachheit halber eine Mehrband-Maschine mit drei Bindern. Auf dem
ersten Band steht die ganze Zeit unverdndert das Eingabewort. Auf dem zweiten
Band generiert T’ nacheinander die Tupel der Sequenz (13.1). Und fiir jedes dieser
Tupel wird das Eingabewort auf das dritte Band kopiert und dann auf diesem
Band der Ablauf von T gemdld des Tupels simuliert. Kommt sie dabei in einen
akzeptierenden Zustand, dann hilt sie an. Wenn nicht, wird das néchste Tupel
ausgewdhlt. (Die Folge (13.1) wird sehr viele ,unmdogliche“ Tupel enthalten, die gar
keinen moglichen Ablauf von T beschreiben, da sie entweder widerspriichliche
Angaben machen oder ,zu kurz“ sind. Das macht aber nichts. T’ bricht in so einem
Fall ab und wendet sich dem néchsten Tupel zu.)

Dieser Vorgang wire in der Praxis aufgrund des hohen Aufwands nahezu undurch-
fithrbar, in der Theorie beweist er jedoch, was bewiesen werden sollte. [ |

r N

Eine Grammatik (N, T, P, S) wird kontextsensitiv oder Typ-1-Grammatik ge-
nannt, wenn fiir alle Produktionen («a, §) € P die Bedingung || < | B] erfiillt
ist.>” Weil damit das leere Wort nicht abgeleitet werden kann, wird noch die
e-Sonderregel eingefiihrt: Die Produktion S — ¢ ist erlaubt, wenn S nie auf
der rechten Seite einer Produktion auftaucht.

Eine beliebige formale Grammatik (N, T, P, S) wird auch Phrasenstruktur-
grammatik oder Typ-0-Grammatik genannt.

Aufgabe 13.3. Welche der folgenden Grammatiken sind kontextsensitiv?
i) S—aS|abT,bT —cc
(ii) S—aS|abT,abT — cc
(iii) S—e|aS|abT,bT — cc
(iv) S—aS|abT,bT —cc, T —¢
(v) S—e¢lalabT,bT — cc

Eine Sprache wird kontextsensitiv genannt, wenn es eine kontextsensitive
Grammatik gibt, die sie erzeugt. Eine Sprache wird rekursiv aufzihlbar ge-
nannt, wenn es eine Phrasenstrukturgrammatik gibt, die sie erzeugt.

Zum Begriff , kontextsensitiv“ siehe die Erlauterung zu , kontextfrei“ am Anfang
von Abschnitt 9. Woher der Begriff ,rekursiv aufzdhlbar” kommt, wird spéter noch
deutlich werden.

27Tn manchen Biichern wird das etwas umstéindlicher definiert und das, was hier definiert wur-
de, als monotone Grammatik bezeichnet. In beiden Fillen ergibt sich jedoch dieselbe Klasse von
Sprachen.


https://de.wikipedia.org/wiki/Monotone_Grammatik
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Wir haben nun die bereits erwdhnte Chomsky-Hierarchie fiir Sprachen bzw. Gram-
matiken vervollstindigt und fassen sie hier noch einmal zusammen.

Grammatik alternative Bezeichnung Bezeichnung der Sprache
Typ-0 Phrasenstrukturgrammatik rekursiv aufzéhlbar
Typ-1 kontextsensitiv

Typ-2 kontextfrei

Typ-3 reguldr

Wir wissen bereits, dass jede regulidre Sprache kontextfrei ist. Aullerdem ist es
offensichtlich, dass jede kontextsensitive Sprache rekursiv aufzidhlbar ist. Dass wir
es wirklich mit einer Hierarchie zu tun haben, wird durch die folgende Aufgabe
geklart.

Aufgabe 13.4. Begriinden Sie, dass jede kontextfreie Sprache kontextsensitiv ist.

Eine Sprache ist genau dann rekursiv aufzdhlbar, wenn sie von einer (determi-
nistischen) Turingmaschine akzeptiert wird.

Beweis. Wir konstruieren zundchst eine Turingmaschine, die die von einer Phra-
senstrukturgrammatik G = (N, T, B, S) erzeugte Sprache akzeptiert. Dabei gehen
wir so vor, dass wir die Ableitungssequenz, die ein Wort w aus dem Startsymbol S
ableitet, gleichsam ,riickwirts“ generieren. Wie nutzen aus, dass so eine Sequenz
aus endlich vielen Schritten der Form a = 8 besteht, wobei im ersten Schritt
a = S und im letzten f = w gilt. Ganz wesentlich wird dabei sein, dass wir im
Beweis zunichst eine nichtdeterministische Turingmaschine konstruieren — aus
der wir anschlieSend nach Satz 13.1 eine deterministische machen konnen, die
dieselbe Sprache akzeptiert.

Am Anfang steht ein Wort w auf dem Band. Die Maschine wihlt nun ein Teilwort
B von w aus und sucht nach einer Produktion der Form @« — . Wenn sie die
findet, ersetzt sie auf dem Band f durch a (dabei sind ggf. Verschiebungen diverser
Symbole vonnéten) und wiederholt diesen Vorgang. Das macht sie so lange, bis
auf dem Band nur noch das Zeichen S steht. In diesem Fall akzeptiert sie. Findet
sie zwischendurch kein 8, das man ersetzen kann, bricht sie ab. Sowohl die Suche
nach dem Teilwort (das evtl. mehrfach vorkommen konnte) als auch die Auswahl
der Produktion erfolgen nichtdeterministisch. Damit ist sichergestellt, dass die
Maschine alle moglichen , Riickwértsableitungen® durchprobiert.

Nun wollen wir eine Grammatik konstruieren, die dieselbe Sprache wie eine vor-
gegebene deterministische Turingmaschine akzeptiert. Wir machen das exempla-
risch fiir die TM2012.2% Wenn Sie den Beweis verstanden haben, wird Thnen auch
klar sein, wie Sie ihn auf andere Turingmaschinen iibertragen konnen.

28 Akzeptanz fiir die TM2012 definieren wir folgendermaRen: Am Anfang wird ein Wort aus 2;001
hinter das Bandanfangszeichen * geschrieben, auf das nur noch Leerzeichen folgen. Die TM2012
startet wie {iblich und das Wort wird akzeptiert, wenn der Programmablauf mit H beendet wird.
Anderenfalls wird es nicht akzeptiert.

Satz 13.2
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Die konkrete TM2012 die wir konvertieren wollen, hat wie tiblich das Bandalpha-
betI' ={0,1,0, *} und soll n Zustdnde haben. Die Terminalsymbole der Gramma-
tik sind natiirlich 0 und 1. Als Nichtterminalsymbole verwenden wir 3-Tupel aus
I'xT' x{0,...,n}. Sequenzen aus solchen Tripeln werden im Laufe der Ableitung
den Bandinhalt reprisentieren, pro ,,Kdstchen“ ein Tripel. Dabei steht die erste
Komponente fiir den urspriinglichen Inhalt beim Start der Maschine, die zweite
fiir das aktuelle Zeichen. Die dritte Komponente wird in der Regel null sein. Hat
sie den Wert k # 0, dann bedeutet das, dass der Schreib-Lese-Kopf gerade iiber
dem jeweiligen Kdstchen steht und die Maschine sich im k-ten Zustand befindet.
Die Produktionen werden dafiir sorgen, dass nur Worter abgeleitet werden kon-
nen, in denen maximal ein Tripel mit von null verschiedener dritter Komponente
vorkommt.

Ist nun (o ¢’ R d) eine der Alternativen im k-ten Zustand,?® dann fiigen wir fiir alle
@, x,T €I die Produktion

(@,0,K)(x,7,0) = (p,0',00(x, 7,k + d)
hinzu. Analog wird es Produktionen der Form
(@,7,00(x,0,k) = (9,7, k+ d)(y,0",0)

geben, wenn wir (0 ¢’ L d) im k-ten Zustand finden. Und es kommt noch fiir alle
¢ € I' die Produktion

(@,0,k) — (¢,0",0)
dazu, wenn (o 0’ H d) zum k-ten Zustand gehort.

Wir ergidnzen noch drei weitere Nichtterminalsymbole S (das Startsymbol), S
und S; zusammen mit den folgenden Produktionen, die die von der Grammatik
simulierte TM2012 in den Anfangszustand versetzen:

S_’(*»*)I)SZ SZ_)(O)O)O)SZ|(1’1)0)82|S3
S3—(0,0,0)83 | (4,0,0)

Die Idee dabei ist, dass S, verwendet wird, um ein von der Maschine akzeptiertes
Wort auf das Band zu schreiben. Mit S3 fligt man dann so viele Leerzeichen hinzu,
wie die Maschine bis zum Terminieren benétigt. Die Produktionen weiter oben
beschreiben nun den Programmablauf bis zur Akzeptanz. Nur dadurch kann ein
Wort abgeleitet werden, in dem alle Tripel null als letzte Komponente haben. Ist
man so weit gekommen, dann wird durch die Produktionen

(0’0-70)_>O (1,0,0)—’1
(0,0,0) — ¢ (x,0,0)— ¢

der urspriingliche Bandhinhalt, der die ganze Zeit konserviert wurde, in Form von
Terminalsymbolen wiederhergestellt und die irrelevanten Bandzeichen werden
entfernt. [

297ur Syntax der TM2012 siehe das entsprechende PDF im ZIP-Archiv.
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Was noch fehlt, sind die kontextsensitiven Sprachen. Die spielen zwar in der Theo-
retischen Informatik keine so groRe Rolle,* aber wir sind ihrer Charakterisierung
durch abstrakte Automaten so nahe, dass wir sie zumindest kurz skizzieren wollen.

Auf Seite 56 hatten wir schon iiber einseitig beschridnkte Turingmaschinen (wie
z.B. die TM2012) gesprochen. Man kann solch eine Maschine noch stédrker regle-
mentieren, indem man ein weiteres Zeichen — fiir das Bandende einfiihrt, fiir das
dhnlich strikte Regeln wie fiir den Bandanfang gelten, nur eben fiir Bewegungen
nach rechts. Setzt man zudem fest, dass bei der Eingabe w der Bandinhalt *w -
ist, dann kann die Maschine nur die |w| Kédstchen des Bandes benutzen, die w
urspriinglich einnahm. Solche Turingmaschinen nennt man linear beschrénkt.3!
Obwohl das nach einer sehr drastischen Restriktion aussieht,3? konnen solche
Maschinen doch noch recht viel.

Eine Sprache ist genau dann kontextsensitiv, wenn sie von einer nichtdetermi-
nistischen linear beschrankten Turingmaschine akzeptiert wird.

Beweis. Wir orientieren uns am Beweis von Satz 13.2. Dessen ersten Teil konnen wir
wortwortlich tibernehmen. Aufgrund der speziellen Eigenarten kontextsensitiver
Grammatiken wird der Bandinhalt niemals linger werden.3® Daher kann man die
Aufgabe auch mit einer linear beschrankten Turingmaschine erledigen.

Wenden wir uns dem zweiten Teil zu.3* Die Grammatik, die dort konstruiert wurde,
ist fast kontextsensitiv. Lediglich das Entfernen der iiberfliissigen Zeichen am Ende
ist problematisch. Das kann man jedoch beheben, indem man von 3-Tupeln zu
4-Tupeln wechselt. Die vierte Komponente enthilt die Information dariiber, ob es
sich um das Symbol direkt hinter dem Anfang bzw. das direkt vor dem Bandende
handelt. Alle Produktionen miissen natiirlich entsprechend angepasst werden,
aber das ist nur FleiRarbeit. Entscheidend ist, dass man am Anfang weder das
Bandanfangszeichen noch Leerzeichen auf das simulierte Band schreiben und sie
daher am Ende auch nicht wieder entfernen muss. |

Wichtig ist allerdings der in der Formulierung des Satzes hervorgehobene Nicht-
determinismus. Kann man den Wortbestandteil ,nicht“ streichen? Akzeptieren
deterministische linear beschrinkte Turingmaschinen dieselben Sprachen wie
die nichtdeterministischen? (Den Beweis von Satz 13.1 kann man sicher nicht
auflinear beschrinkte Turingmaschinen iibertragen, denn die Maschine, die dort
zur Simulation herangezogen wurde, wird evtl. viel mehr Band benétigen als die

30Im Standardwerk von Hopcroft et al., das in der Literaturliste aufgefiihrt ist, wurde das Kapitel
tiber kontextsensitive Sprachen beispielsweise ab der zweiten Auflage entfernt.

311m Englischen linear bounded automaton, abgekiirzt LBA.

32 Andererseits ist das in gewissem Sinne sogar ,realistischer” als eine Standard-Turingmaschine,
weil echte Computer auch nur tiber begrenzten Speicherplatz verfiigen.

33Das gilt zwar nicht fiir die e-Sonderregel, aber die kann die Maschine als Spezialfall zuerst
abhandeln.

34Dafiir stelle man sich TM2012 entsprechend modifiziert vor, damit daraus eine linear beschrink-
te Turingmaschine wird.

Bandende

linear beschrankt
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simulierte.) Tatsdchlich weild aktuell niemand die Antwort auf diese Frage. Es han-
delt sich um ein ungeldstes Problem, das unter dem Namen erstes LBA-Problem
bekannt ist.

*Aufgabe 13.5. Warum spricht man von linearer Beschrankung? Weil sich nichts We-
sentliches dndern wiirde, wenn man der Maschine k|w| statt |w| Zeichen bei der
Eingabe w zugestehen wiirde, wobei k € N* eine von der Eingabe unabhingige Kon-
stante sein soll. Sehen Sie, warum das so ist?

Aufgabe 13.6. Geben Sie zwei kontextsensitive Grammatiken G; und G, iiber dem-
selben Alphabet an, fiir die man mit der Methode aus dem Beweis von Satz 9.3 kei-
ne Grammatik fiir L(G7) o L(G») erhilt. (Hinweis: Verwenden Sie Grammatiken mit
€ ¢ L(G1) U L(Gp). Man kommt mit insgesamt drei Produktionen aus.)

Aufgabe 13.7. Geben Sie eine kontextsensitive Grammatik G; = (N, X, P, S1) an, die
nicht das leere Wort erzeugt und fiir die die Grammatik®>

G=(M1U{S,Z,PLU{S— 55,5~ 51},9)

mit S ¢ N; nicht L(G;)* erzeugt. (Hinweis: Man kommt mit zwei Produktionen aus.
Auch hier sollte € ¢ L(G;) gelten.)

Aufgabe 13.8. In den Lésungen der Aufgaben 13.6 und 13.7 wurden der Einfachheit
halber Grammatiken gezeigt, in denen bestimmte Produktionen gar nicht verwendet
werden konnten. Erweitern Sie diese Lésungen so, dass alle Produktionen wirklich
genutzt werden, es aber trotzdem Gegenbeispiele im Sinne der urspriinglichen Aufga-
benstellung bleiben.

Aufgabe 13.9. Geben Sie ein Verfahren an, mit dem man jede kontextsensitive Gram-
matik G in eine kontextsensitive Grammatik G’ umwandeln kann, so dass L(G) = L(G')
gilt und auf den linken Seiten der G’-Produktionen nur Nichtterminalsymbole stehen.

Die Menge der kontextsensitiven Sprachen tiber einem festen Alphabet X ist
abgeschlossen gegen Vereinigung und Konkatenation.

Beweis. Wenn man die beiden Grammatiken zunéchst wie in Aufgabe 13.9 umwan-
delt, kann man den Beweis von Satz 9.3 kopieren und sich iiberzeugen, dass so
etwas wie in Aufgabe 13.6 nicht passieren kann. [

Die Menge der kontextsensitiven Sprachen tiber einem festen Alphabet X ist
abgeschlossen gegen die kleenesche Hiille.

Beweis. Sei G; = (N7, Z, P1, S1) eine kontextsensitive Grammatik. O.B.d.A. seie ¢
L(G,) (sonst muss man die Produktion S; — € entfernen) und auf den linken Seiten
der Produktionen seien keine Nichtterminalsymbole. (Siehe Aufgabe 13.9.) G’1 sei
die Grammatik (N7, X, P}, S}), die aus G; entsteht, indem man jedes Symbol A € Ny

35Siehe die Losung von Aufgabe 9.7.
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durch ein neues Symbol A’ ersetzt und in allen Produktionen von P; auch diese
Substitutionen durchfiihrt. Gi erzeugt natiirlich dieselbe Sprache wie G;.

Man erhilt dann eine Grammatik G mit L(G) = L(G7)* durch
G=(NUN;U{S, T}, T»},%,PyUP{UPS)

mit neuen Symbolen S und T, wobei P die sechs Produktionen
S—T e TN—8T 185 T,— S TS

enthilt. Durch das ,Abwechseln“ von G, und G} wird dafiir gesorgt, dass so etwas
wie in Aufgabe 13.7 nicht passieren kann. |

Die Menge der kontextsensitiven Sprachen iiber einem festen Alphabet X ist
abgeschlossen gegen die Bildung von Durchschnitten.

Beweis. Seien L; und L, zwei kontextsensitive Sprachen. Wir wahlen dazu nach
Satz 13.3 linear beschriankte Turingmaschinen 77 und T, mit L; = L(T;). Dann
konstruieren wir eine linear beschrinkte Turingmaschine T mit zwei Spuren, 3¢
die zunéchst ihr Eingabewort von der ersten auf die zweite Spur kopiert und dann
auf der ersten Spur T; simuliert. Gerét diese Simulation in einen akzeptierenden
Zustand, wechselt die Maschine in die zweite Spur, simuliert dort T, und akzeptiert,
wenn die Simulation akzeptiert. Offenbar akzeptiert T die Sprache L; N L,. |

Satz von Immerman und Szelepcsényi
Die Menge der kontextsensitiven Sprachen iiber einem festen Alphabet X ist
abgeschlossen gegen die Bildung von Komplementen.

Fiir diesen Satz erhielten seine beiden Entdecker 1995 den Goédel-Preis.3” Der
Beweis ist zu aufwendig fiir dieses Skript, aber wenn Sie den obigen Link anklicken,

werden Sie zur Wikipedia-Seite des Satzes gefiihrt, wo er zumindest skizziert wird.

360der entsprechend groRerem Bandalphabet, siche Aufgabe 13.5.
37Der Slowake Rébert Szelepcsényi war ein 20 Jahre alter Student, als er — unabhéngig von dem
Amerikaner Neil Inmerman, der zeitgleich dasselbe schaffte — den Beweis fand.

Lemma 13.6

Satz 13.7
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Berechenbarkeitstheorie

In der Berechenbarkeitstheorie, die man auch Rekursionstheorie nennt, geht es um
die grundsitzliche Frage, was man (mit Computern) iiberhaupt berechnen kann.
Wir werden ab jetzt regen Gebrauch von der Church-Turing-These machen, indem
wir zwar die ganze Zeit iiber Turingmaschinen sprechen, meistens aber deren Ar-
beitsweise nur grob skizzieren, wenn wir uns vorstellen konnen, die entsprechende
Aufgabe auch mit einer ,normalen“ Programmiersprache erledigen zu kénnen.

14. Berechenbarkeit und Entscheidbarkeit

Wir beginnen mit ein paar technischen Definitionen, um die Begriffe festzule-
gen, die wir danach meistens eher informell verwenden werden. Nebenbei soll es
auch darum gehen, dass Sie diese Termini schon einmal gehort haben, wenn Sie
Lehrbiicher oder Fachartikel lesen.

Sei X ein Alphabet. Eine partielle Funktion f: £* — X* heil3t berechenbar,
wenn es eine Turingmaschine T zum Alphabet X gibt, fiir die fr = f gilt.

Bei der Definition der Godelisierung hatten wir Funktionen g von einer Sprache L
nach N als berechenbar bezeichnet. Das passt technisch nicht zu der obigen Defi-
nition, weil N keine formale Sprache ist. Es ldsst sich aber leicht reparieren, indem
man zwei Zeichen des Alphabets von L als null und eins interpretiert und ent-
sprechende Ausgaben, die nur diese beiden Zeichen verwenden, als Bindrzahlen.
(Fiir den theoretisch moglichen Fall, dass das Alphabet aus nur einem Zeichen
besteht, verwenden wir das Unérsystem.) Analog geht man mit der in der besagten
Definition erwdhnten Funktion von g[L] nach L um.

Die folgende Definition ist ebenfalls moglichst allgemein gehalten, damit sie fiir je-
des Alphabet anwendbar ist. Die Idee ist, dass die in der Definition vorkommenden
Worter wy und w» als ja und nein interpretiert werden.

OF’0]
I (5
=3

[=]
Definition
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Sei X ein Alphabet. Eine Sprache L iiber X heif3t entscheidbar oder rekursiv,
wenn es Worter wy, w; € £* mit w; # w, und eine Turingmaschine T zum
Alphabet X gibt, fiir die fiir alle w € X* das Folgende gilt:

w; welL

fT(w):{

w, wé¢l

\ J

Wichtig ist, dass fr auf ganz X* definiert ist, dass T also bei jeder Eingabe termi-
niert. Auch die Verwendung des Begriffs der Entscheidbarkeit in der Definition der
Godelisierung lasst sich offenbar leicht anpassen, indem wir die dort auftretende
Zahlenmenge g[L] binér iber dem Alphabet Xy, darstellen.

Wir werden uns im Folgenden auf (partielle) Funktionen beschrianken, die mit
natiirlichen Zahlen als Ein- und Ausgabe arbeiten. Das ist keine relevante Ein-
schrinkung, da wir ja mithilfe der Gédelisierung zwischen Zahlen und beliebigen
Wortern hin und her springen kénnen.

r N

Eine Turingmaschine T mit dem Eingabealphabet Xy, berechnet die partiel-
le Funktion g: N —N, wenn?!

w Ny,) =N
fraw) = { 2 Blw) =
1L ghy)=1
fiir alle wy, wy € Zf;ool und fr(e) = L gilt. Wir verwenden dann auch T als
Synonym fiir g, d. h., wir schreiben T (n,) = ny, bzw. T(n,,) = L.
Wenn es eine solche Maschine gibt, dann nennen wir g berechenbar.

Die charakteristische Funktion oder Indikatorfunktion einer Menge A< N
ist die durch

definierte Funktion y 4 von N nach {0, 1}. A heilt entscheidbar oder rekursiv,
wenn y 4 von einer Turingmaschine berechnet werden kann.

J

Analoge Begriffe und Schreibweisen definieren wir fiir partielle Funktionen von
N nach N” bzw. Teilmengen von N, indem wir die Tupel wie in Aufgabe 12.4
godelisieren. Fiir eine Maschine T, die aus der Eingabe 243” die Ausgabe a + b
macht, wiirden wir also T'(a, b) = a + b schreiben.

17ur Schreibweise 1y, siehe Seite 7. Wegen moglicher fithrender Nullen ist die Definition eigent-
lich nicht eindeutig. Man kann das aber eindeutig machen, indem man z. B. festlegt, dass w» die
kiirzestmogliche Antwort sein soll.
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Offensichtliche Beispiele fiir berechenbare Funktionen sind n — n+1, n— 2" oder
(m, n) — ggT(m, n). Beispiele fiir entscheidbare Mengen sind {n € N : n ist gerade},
P oder {(m,n) e N*: m < n}.

Aufgabe 14.1. Geben Sie noch weitere Beispiele an.

Aufgabe 14.2. Begriinden Sie, warum A < N genau dann entscheidbar ist, wenn N\ A
entscheidbar ist.

Fine Menge A < N heilt semi-entscheidbar , wenn es eine Turingmaschine T
mit L(T) ={we Zgool : ny € A} gibt. Man sagt dann auch, dass T die Menge A
akzeptiert.

Es sollte klar sein, wieso man von halber Entscheidbarkeit spricht, denn anders
als bei Entscheidbarkeit wird die Maschine zwar im positiven Fall mit ja antwor-
ten (oder mit etwas, das man als ja interpretieren kann), aber ihr Verhalten im
negativen Fall ist unbekannt.

Aufgabe 14.3. Warum ist jede entscheidbare Menge semi-entscheidbar?

Aufgabe 14.4. Warum gibt es zu jeder semi-entscheidbaren Menge A < N eine Turing-
maschine, die nur bei der Eingabe von Zahlen aus A anhélt?

Wir definieren nun einen weiteren Begriff, der sich als zum letzten dquivalent
herausstellen wird.? Das geschieht nicht, um Sie zu verwirren, sondern um zwei
unterschiedliche Herangehensweisen an dasselbe Konzept zu verdeutlichen und
die Herkunft der Ausdriicke zu kldren.

Eine Menge A < N heil3t rekursiv aufzihlbar, wenn es eine berechenbare
Funktion f: N — N gibt, deren Wertebereich A ist.3

Betrachtet man f als Folge, so kommen alle Elemente von A (und nur die) ir-
gendwann als Folgenglieder vor. Das erklart den Begriff der Aufzdhlung. Da f
berechenbar ist, kdnnen wir uns, wenn unsere Programmiersprache so etwas wie
einen print-Befehl hat, ein Programm vorstellen, das die Elemente von A nach
und nach ausgibt. Wenn wir lange genug warten, werden wir jedes Element (min-
destens) einmal sehen.?

Eine Menge A < N ist genau dann semi-entscheidbar, wenn sie rekursiv auf-
zdhlbar ist.

2Das kann man wegen Satz 13.2 bereits ahnen.

3Anders ausgedriickt ist A das Bild f[N] von N unter f bzw. f bildet die Menge der natiirlichen
Zahlen surjektiv auf A ab.

4Ausfiihrliche Beispiele dazu in PYTHON findet man in Kapitel 18 von KMFL

Definition

Definition

Satz 14.1
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Beweis. Wir begriinden zunéchst, warum jede rekursiv aufzédhlbare Menge A semi-
entscheidbar ist. Dafiir sei T eine Turingmaschine, die eine Funktion f: N — N
berechnet, deren Wertebereich A ist. Wir konstruieren nun einfach auf der Basis
von T eine Turingmaschine 7”, die als Eingabe eine Zahl n bekommt und die dann
sukzessive f(0), f(1) und so weiter berechnet. Wenn einer der berechneten Werte
die Zahl n ist, dann hilt T’ an und gibt ja aus, ansonsten lduft die Maschine weiter —
evtl. flir immer. Das war’s schon.

Etwas schwieriger ist es, auf der Basis einer Turingmaschine T, die A akzeptiert,
eine Maschine T’ zu konstruieren, die A aufzihlen kann. Dazu erstellen wir eine
Tabelle aller Paare (i, j) von natiirlichen Zahlen und durchlaufen diese wie in Can-
tors erstem Diagonalargument.® T’ erhilt nun die Eingabe n. Wir setzen einen
Zahler ¢ auf 0 und simulieren fiir jedes Paar (i, j) die ersten j Schritte der Turingma-
schine T mit der Eingabe i. Wenn die Simulation bis dahin eine positive Antwort
gegeben hat, terminiert 7/ mit der Ausgabe i, wenn ¢ = n gilt. Anderenfalls wird ¢
um eins erhoht und das nichste Paar kommt dran. Ist die Simulation nach j Schrit-
ten nicht fertig, wird sie abgebrochen und es kommt ebenfalls das ndchste Paar
dran. Da jeder Simulationslauf nach endlich vielen Schritten beendet ist, sorgt das
Cantorsche Verfahren dafiir, dass jedes Paar von natiirlichen Zahlen irgendwann
einmal drankommt. Ist i ein Element von A, so muss T bei der Eingabe von i mit ja
antworten und das muss nach einer endlichen Anzahl j von Schritten geschehen.
Wenn (i, j) von T’ bearbeitet wird, wird also i ausgegeben werden. [

Sind A € N und N\ A rekursiv aufzdhlbar, dann ist A entscheidbar.

Beweis. Wir besorgen uns Turingmaschinen, T; und 7T, die A bzw. N\ A aufzdhlen.
Um zu entscheiden, ob eine Zahl n zu A gehort, rufen wir erst T; mit der Eingabe 0
auf, dann T, mit derselben Eingabe, dann nacheinander 77 und T mit der Einga-
be 1 und immer so weiter. Irgendwann muss eine der beiden n auswerfen. War es
T, antworten wir mit ja, anderenfalls mit nein. [ ]

Wir werden jetzt Turingmaschinen Zahlen zuordnen. Wie genau wir das machen,
spielt keine Rolle, solange aus der Zahl die Turingmaschine wieder rekonstruierbar
ist. Am Beispiel der TM2012 soll jedoch gezeigt werden, wie man vorgehen konnte.
Zunichst machen wir uns klar, dass wir nur einen endlichen Vorrat von Zeichen
brauchen. Denen teilen wir Zahlen zu, etwa so:

0 1 B * L R H - ()

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Ein Programm fiir die TM2012 ist nun nichts weiter als eine Folge dieser Zahlen, die
wir als Dezimalzahl interpretieren kénnen, weil wir mit zehn Zeichen auskommen.
Die ,Sprungadressen” im Programm werden binér codiert.

5Auch dazu mehr in Kapitel 18 von KMFI.
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(o 0OR 1) 888005 19
(10L O 8104 09
(* x R 2)) 8335 1099
(BBL -1) 882247 19
(0 0 HO0))) 8006 0999

Diesem Beispielprogramm entspricht also die Zahl 8880051 ...060999.

Aufgabe 14.5. Man kénnte sogar mit weniger als zehn Zeichen auskommen. Haben
Sie dazu Ideen?

Man hitte auch die zehn Zeichen durch jeweils vier Bits binér codieren oder das
Verfahren aus Aufgabe 12.4 verwenden konnen. Entscheidend ist lediglich, dass
wir, nachdem wir uns fiir eine Notation entschieden haben, eine G6delisierung
erhalten: Unterschiedliche Maschinen erhalten unterschiedliche Zahlen und die
Ubersetzungsprozesse zwischen Maschinen und Zahlen miissen als Programme
realisierbar sein. Das ist offenbar der Fall. Die berechnete Zahl nennen wir dann
die Maschinenbeschreibung der Turingmaschine. Dabei ist der bestimmte Artikel
natiirlich nur dann angebracht, wenn man sich auf ein Verfahren geeinigt hat, weil
man je nach Codierung unterschiedliche Maschinenbeschreibungen erhilt.

Betrachtet man die Menge aller Turingmaschinen zum selben Eingabe- und Band-
alphabet, so kann man deren Maschinenbeschreibungen aufsteigend sortieren.®
Das wiirde man die Standardaufzihlung dieser Menge nennen.

15. Das Halteproblem und der Satz von Rice

Wir betrachten in diesem Abschnitt nur noch Turingmaschinen mit Eingabealpha-
bet Z},001 und Bandalphabet 2y, U {0}, was nach Aufgabe 11.7 keine wesentliche
Einschriankung ist. Fiir diese Maschinen gibt es eine Standardaufzidhlung und fiir
die i-te Maschine in dieser Aufzdhlung schreiben wir durchgehend M;.

Wir interpretieren alle diese Turingmaschinen als partielle Funktionen, die na-
tlirliche Zahlen auf natiirliche Zahlen abbilden. Gleichzeitig kénnen wir mittels
der kanonischen Godelisierung wie in Aufgabe 12.4 solche Funktionen bei Bedarf
auch immer als Funktionen von N nach N” interpretieren und machen das ab
und zu auch. (In diesem Sinne kann ein und dieselbe Turingmaschine je nach
Interpretation unterschiedliche Aufgaben erledigen.)

Weil es nur abzdhlbar viele Turingmaschinen gibt, ist klar, dass es nur abzdhlbar
viele semi-entscheidbare Mengen gibt. Die ,meisten“ Mengen von natiirlichen
Zahlen sind nicht semi-entscheidbar (und nach Aufgabe 14.3 ,erst recht” nicht

6Fiir die Leser, die mit den Fallstricken der Mengenlehre vertraut sind, sei darauf hingewiesen,
dass das ganz allgemein keine Menge, sondern eine echte Klasse sein wird. Man kann aber offenbar
0.B.d. A. eine Konvention einfiihren, in der die Zustédnde einer Turingmaschine nur Elemente einer
vorgegebenen abzédhlbaren Menge sein diirfen. Dann hat man es mit einer abzihlbaren Menge zu
tun. (Und ohne so eine Konvention kann man ohnehin keine eindeutige Maschinenbeschreibung
festlegen.)

Maschinen-
beschreibung

Standardaufzéhlung
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entscheidbar). Aber kann man solche Mengen konkret angeben? Und gibt es ,in-
teressante“ Mengen, die nicht (semi-)entscheidbar sind?

Wir nennen eine Turingmaschine TY mit TY (i, n) = M; (n) fiir alle (i, n) € N?
eine universelle Turingmaschine.

Es gibt eine universelle Turingmaschine.

Beweis. Als Turing 1936 diese Idee hatte, war deren Beschreibung, die die Leser
iiberzeugen sollte, sehr aufwendig. Mit unserem heutigen Wissen iiber Computer
und speziell nach der Lektiire von Abschnitt 12 entlockt uns das aber wohl nur
noch ein Achselzucken. Das ZIP-Archiv aus selbigem Abschnitt enthilt ja einen
(in CoMMON Lisp geschriebenen) Simulator fiir die TM2012 und wir haben uns
tiberzeugt, dass wir aus so einem Programm im Prinzip ein Programm fiir die
TM2012 machen kdnnen. Das wire eine universelle Turingmaschine.

Wir wollen aber trotzdem kurz eine universelle Zweiband-Turingmaschine skizzie-
ren (die man dann noch in eine Maschine mit nur einem Band {ibersetzen miisste).
Auf das erste Band wird die Eingabe (i, n) geschrieben. Im ersten Schritt berechnet
die Maschine eine Beschreibung der Turingmaschine M; und schreibt sie auf das
zweite Band. Das ist erstens ein extrem rechenintensiver Prozess und zweitens
miissen wir uns auch noch tiberlegen, wie wir die Beschreibung auf das Band
schreiben, aber dass das grundsétzlich méglich ist, sollte wohl klar sein. Nachdem
das getan ist, wird der Inhalt des ersten Bandes durch n ersetzt (i wird quasi , ge-
16scht“) und dann wird mithilfe der Informationen auf dem zweiten Band auf dem
ersten Band der Ablauf von M; bei der Eingabe n simuliert. In der Praxis wire das
ein Albtraum, aber in der Theorie ist es nicht schwer. [ |

Die Menge H = {(i, n) € N> : M; hilt bei der Eingabe n an} wird als Haltepro-
blem bezeichnet.’

Die entscheidende Aussage aus Turings Arbeit von 1936 ist die folgende:

Das Halteproblem H ist semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar.

Beweis. Dass H semi-entscheidbar ist, ist klar: Man nehme sich eine universelle
Turingmaschine TV und konstruiere eine Turingmaschine 77, die bei der Eingabe
(i,n) den Wert TY (i, n) berechnet. T’ akzeptiert offenbar H.

7Allgemein bezeichnet man in der Theoretischen Informatik eine Eigenschaft P, die natiirliche
Zahlen haben oder nicht haben kénnen, bzw. die zugehorige Menge {n € N: P(n)} als Problem. Eine
Ldsung des Problems ist eine Turingmaschine, die die Menge entscheidet. (Siehe dazu auch die
formale Definition auf Seite 93.) Fiir Tupel von Zahlen wie in der Definition von H greifen wir auf die
kanonische Godelisierung derselben zuriick.
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Wir betrachten zunéchst
H* ={neN: M, hilt bei der Eingabe n an} (15.1)

und zeigen, dass diese Menge nicht entscheidbar ist. Ware das namlich der Fall,
dann gibe es eine Turingmaschine T, die N\ H* akzeptiert und fiir Eingaben aus
H* nicht terminiert. (Wir nehmen eine Maschine, die H* entscheidet, geben bei
der Ausgabe 0 eine Eins aus und gehen bei der Ausgabe 1 in eine Endlosschleife.
Siehe auch die Aufgaben 14.3 und 14.4.) Es gilt also fiir alle n € N, dass T bei der
Eingabe n genau dann anhélt, wenn M, bei der Eingabe n nicht anhélt. Aber T
kommt in der Standardaufzidhlung als T = M} vor und nach unserer Uberlegung
eben hilt T bei der Eingabe k genau dann an, wenn M bei der Eingabe k nicht
anhilt. Das ist ein offensichtlicher Widerspruch.

Dass H nicht entscheidbar ist, ist nun eine simple Folgerung. Gibe es eine Turing-
maschine Ty, die H entscheidet, dann kénnten wir eine Maschine 7/ bauen, die
T'(n) = Ty (n, n) berechnet und damit H* entscheidet. [ |

Die Menge {n € N: M}, hilt bei jeder Eingabe an} wird als gleichméRiges Hal-
teproblem bezeichnet.

Das gleichméRige Halteproblem ist nicht entscheidbar.

Beweis. Wir schreiben eine Turingmaschine T, die aus einer Turingmaschine eine
andere Turingmaschine macht — wobei sie rein technisch natiirlich nur mit den
zugehorigen Indizes der Standardaufzdhlung arbeitet. Im Detail erhélt T eine Zahl
i als Eingabe und konstruiert nun eine Turingmaschine M’ lf, die M l’ (n) = M; (i) fur
alle n € N berechnet. Diese Konstruktion ist gar nicht so schwer: Die Eingabe n
wird vom Band entfernt und durch (i, i) ersetzt, dann tibernimmt eine universelle
Turingmaschine. T berechnet anschlieBend die Maschinenbeschreibung von M:;
und daraus die Position von M; in der Standardaufzdhlung, die zuriickgegeben
wird. Der ,Witz“ an T ist, dass Mr(;) genau dann bei jeder Eingabe anhilt, wenn M;
bei der Eingabe i anhilt. Gdbe es nun eine Turingmaschine G, die das gleichméfige
Halteproblem entscheidet, dann wiirde die ,zusammengesetzte“ Maschine, die
G(T(i)) fiir alle i € N berechnet, das Problem H* aus (15.1) entscheiden. |

Die obigen Aussagen iiber die Nichtentscheidbarkeit einzelner Probleme lassen
sich dramatisch verallgemeinern.

Satz von Rice
Sei &2 die Menge aller partiellen berechenbaren Funktionen von N nach N und
</ eine nichtleere echte Teilmenge von 22. Dann ist

A ={i eN: M; berechnet eine Funktion aus <}

nicht entscheidbar.

Definition

Satz 15.3

Satz 15.4
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Beweis. Wir konnen o.B.d.A. annehmen, dass die Funktion @ nicht zu «f gehijlrt.8
(Sonst betrachten wir N\ A, siehe Aufgabe 14.2.) Da «/ nicht leer ist, gibt es eine
Zahl a € A.

Analog zum Beweis von Satz 15.3 konstruieren wir eine Turingmaschine T mit der
Eigenschaft, dass Mr(; dasselbe wie M, macht, wenn M; bei der Eingabe i anhilt,
und anderenfalls nie anhdlt: T konstruiert (bei Eingabe i) die Turingmaschine
M : dadurch, dass zuerst eine universelle Turingmaschine mit der Eingabe (i, i)
gestartet wird. Hélt diese an, wird das Band geleert und M, mit der eigentlichen
Eingabe gestartet. Hlt sie nicht an, dann halt logischerweise auch M nicht an.
Wie eben gibt T die Position von M; in der Standardaufzéhlung zurtick.

Gébe es nun eine Turingmaschine R, die A entscheidet, so konnten wir wieder H*
aus (15.1) entscheiden, indem wir R mit dem Ergebnis von T ,fiittern“: Gilt i € H*,
so hilt M; bei der Eingabe i an und Mr(; ,simuliert M,, d.h. es gilt T'(i) € A.
Gilt hingegen i ¢ H*, so hélt Mr(; nie an und ,berechnet” damit @, d. h., es gilt
T@)¢ A ]

Eine Konsequenz des Satzes von Rice? ist, dass sich Fragen wie die folgenden
niemals , vollautomatisiert” klaren lassen:
— Berechnet das Programm M eine bestimmte Funktion f: N —N, d. h., tut es,
was es tun soll?

— Berechnet das Programm M dasselbe wie ein vorgegebenes Programm N?

— Berechnet das Programm M fiir die Eingabe 42 denselben Funktionswert
wie fiir die Eingabe 43?

Und wegen der Church-Turing-These gelten sie nicht nur fiir Turingmaschinen.
Ebenso wenig kann man beispielsweise ein JAVA-Programm schreiben, dass solche
Fragen beantwortet, indem es den Quellcode von JAvA-Programmen analysiert.

Das ist allerdings immer so gemeint, dass ein , Priifprogramm® erstellt werden
soll, das fiir jede Eingabe M die korrekte Antwort gibt. Natiirlich lassen sich solche
Fragen fiir einzelne Programme oft beantworten, aber darum geht es nicht.

Im Video Die seltsamste Zahl gehe ich noch ausfiihrlicher auf die Konsequenzen
der Unldsbarkeit des Halteproblems ein und begriinde unter anderem, dass diese
auch Auswirkungen auf wichtige mathematische Probleme wie die Goldbachsche
Vermutung hat. Eine weitere Folgerung wird in dem Video Computer sind zu dumm
fiir Tetris thematisiert.

Aufgabe 15.1. Warum gilt der Satz von Rice nicht fiir die Fille « = ¢ und « = 27?

In den obigen Beweisen haben wir mehrfach auf eine bestimmte Art ausgenutzt,
dass die Menge H* aus (15.1) nicht entscheidbar ist. Daraus kann man ein allge-
meines Prinzip machen.

8 ist die Funktion, die immer den Funktionswert L hat.
9Der amerikanische Mathematiker Henry Gordon Rice bewies ihn 1953.
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Seien A und B Mengen von natiirlichen Zahlen. Gibt es eine berechenbare
Funktion g von N nach N mit A= g~![B] = {n € N: g(n) € B}, dann sagt man,
dass (das Problem) A auf B reduzierbar ist.

Intuitiv wird ein Problem durch Reduktion héchstens ,,schwieriger*:

Seien A, B < N und sei A auf B reduzierbar. Ist B entscheidbar, dann auch A.

Beweis. Ist B entscheidbar, dann gibt es eine Turingmaschine T, die B entscheidet.
Aullerdem gibt es nach Definition eine Turingmaschine Tg, die eine Funktion
g:N—Nmit A= g_l[B] berechnet. Sei nun T die Turingmaschine, die durch
»Hintereinanderschalten® von T und T entsteht. Ist n ein Element von A, so ist
g(n) ein Element von B und T antwortet mit ja. Ist n kein Element von A, dann ist
g(n) kein Element von B und T antwortet mit nein. |

Aufgabe 15.2. Welches Problem wurde im Beweis des Satzes von Rice auf welches
reduziert? Und wie war die entsprechende Rollenverteilung beim gleichmaRigen
Halteproblem?

16. Sprachen und Entscheidbarkeit

Es fehlen noch ein paar Angaben zu den Eigenschaften kontextsensitiver und
rekursiv aufzdhlbarer Sprachen, die wir jetzt nachholen. Obwohl es nun wieder
um ganz allgemeine Sprachen geht, kann man ohne Probleme die entsprechenden
Argumente iiber Zahlenmengen aus dem letzten Abschnitt iibertragen.

Alle kontextsensitiven Sprachen sind entscheidbar.

Beweis. Ist eine Sprache L kontextsensitiv, dann gibt es eine kontextsensitive Gram-
matik G = (N, T, B S), die sie erzeugt. Gehort ein Wort w # € zu L, so kénnen in der
Ableitung von w aus S nur Worter mit einer Linge von maximal |w| Zeichen vorge-
kommen sein, weil keine Produktion — auller evtl. S — € — Zeichenketten verkiirzt.
Will man nun testen, ob ein Wort w zu L gehort, so kann man einen gerichteten
Graphen konstruieren, dessen Knotenmenge aus allen Wortern tiber Nu T besteht,
deren Lange hochstens |w| ist, und bei dem eine Kante vom Knoten a zum Knoten
p verlauft, wenn a = p gilt. Gilt w € L, so gibt es in dem Graphen einen Weg von
S nach w und aus den Informatikvorlesungen wissen Sie, dass es Algorithmen wie
z.B. den von Dijkstra gibt, die in endlicher Zeit feststellen kénnen, ob es so einen
Weg gibt. (Siehe auch Seite 102.) [ |

Damit wissen wir natiirlich insbesondere, dass auch alle kontextfreien und alle
reguldren Sprachen entscheidbar sind. (Man spricht in diesem Zusammenhang
tibrigens auch vom Wortproblem.)

Definition

Lemma 15.5

[=] 55 =]
E.

Satz 16.1

Wortproblem
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AuBerdem haben wir eine Liicke aus dem letzten Kapitel geschlossen, denn bisher
kannten wir keine Sprache, die rekursiv aufzidhlbar, aber nicht kontextsensitiv ist.
Durch das Halteproblem kennen wir nun so eine Sprache. Wie die ndchsten beiden
Resultate zeigen, gibt es sogar entscheidbare Sprachen, die nicht kontextsensitiv
sind.

Sei (IV;) jey eine Folge von Turingmaschinen mit dem Eingabealphabet 2y,
die bei jeder Eingabe anhalten. Aullerdem soll die zugehorige Folge der Ma-
schinenbeschreibungen berechenbar sein. Dann gibt es eine entscheidbare
Sprache iiber X},,0], die von keiner dieser Maschinen akzeptiert wird.

Beweis. Wir definieren L={w € Zgool : w ¢ L(Np(w)) }, wobei wir wieder die Schreib-
weise n,, von Seite 7 verwenden. Dass L entscheidbar ist, ist offensichtlich, denn
um zu priifen, ob ein Wort w zu L gehort, muss man nur Ny, mit dieser Eingabe
laufen lassen. Ist jedoch N; eine der Maschinen aus der Folge und w € X/ _ | ein
Wort mit n,, = i, dann gilt w € L nach Definition genau dann, wenn w ¢ L(IV;) gilt,

d.h., L#L(N;). m

Es gibt entscheidbare Sprachen, die nicht kontextsensitiv sind.

Beweis. Nach Satz 3.1 gibt es nur abzédhlbar viele kontextsensitive Sprachen tiber
Zbool, die wir deshalb in der Form (L;);en aufzdhlen kénnen. Nach Satz 16.1 gibt es
zu jedem i € N eine Turingmaschine N;, die immer anhilt und fiir die L(N;) = L;
gilt.!® Man iiberlege sich, dass die Folge der zugehorigen Maschinenbeschreibun-
gen berechenbar ist. Nach Lemma 16.2 gibt es eine entscheidbare Sprache L, die
von keiner der Maschinen aus dieser Aufzdhlung akzeptiert wird und die daher
nicht kontextsensitiv sein kann. |

Wie steht es mit den Abschlusseigenschaften?

Die Menge der rekursiv aufzdhlbaren Sprachen iiber einem festen Alphabet
Y ist abgeschlossen gegen Vereinigung, Durchschnitt, Konkatenation und
kleenesche Hiille.

Beweis. Formal fiihren wir den Beweis nur fiir £ = Xy,,,]. Man kann ihn jedoch mit
einem gewissen technischen Aufwand auf beliebige Alphabete {ibertragen.

Zunichst zur Konkatenation. Dazu wihlen wir zu zwei vorgegebenen Sprachen
Ly und L, Turingmaschine T und 7>, die sie aufzdhlen. Wir verwenden wieder
Cantors erstes Diagonalargument, um alle Paare (i, j) aus NxN zu durchlaufen. Fiir
jedes dieser Paare rufen wir 77 mit der Eingabe i und danach 7, mit der Eingabe j

10Um der formalen Definition der Akzeptanz zu entsprechen, nehmen wir die Maschine, die der
Satz liefert, und bauen sie so um, dass sie bei einer negativen Antwort in einem nicht akzeptierenden
Zustand terminiert.
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auf und hingen die beiden erhaltenen Worter hintereinander. Damit erzeugen wir
nach und nach sicher alle Worter aus Ly o Ly.!!

Fiir die kleenesche Hiille widhlen wir zur Sprache L eine Turingmaschine T, die
sie aufzdhlt, und gehen im Prinzip dhnlich vor. Nur miissen wir jetzt alle Tupel
aus natiirlichen Zahlen durchlaufen. (2,3) wiirde beispielsweise bedeuten, dass
wir T erst mit der Eingabe 2 und dann mit 3 aufrufen, wiahrend (42,100, 13,7) vier
Aufrufe von T nach sich ziehen wiirde. Eine solche Aufzihlung kann man erreichen,
indem man nacheinander fiir n = 0,1,2,... alle Tupel aufzéhlt, die hochstens n
Komponenten haben und deren Komponenten kleiner als 7 sind (wobei man sich
Wiederholungen natiirlich sparen kann). Anfangen wiirde das so:

0,

(0),

(1),(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),
2),(0,2),(1,2),(2,0),(2,1,(2,2),(0,0,0),(0,0,1),...

Der Rest sollte dann klar sein.

Den Teil des Beweises fiir Vereinigung und Durchschnitt kénnen Sie sich selbst
iiberlegen — siehe Ubung U 39. (Tipp: In diesen Fillen ist es ggf. leichter mit
akzeptierenden statt mit aufzdhlenden Turingmaschinen zu arbeiten.) [ |

Aufgabe 16.1. Wenn L eine rekursiv aufzdhlbare Sprache tiber X ist, ist ** \ L dann
auch immer rekursiv aufzihlbar?

1 Das ist nur eine Skizze, die noch ,ausgemalt“ werden muss. Die so konstruierte Maschine soll
L o Ly ja ebenfalls aufzdhlen. Wir brauchen daher noch einen Zéhler und miissen je nach Eingabe
ein anderes Wort ausgeben. Es sollte aber aus vorherigen Beweisen klar sein, wie man das machen
wiirde.
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VI

Komplexitidtstheorie

Im letzten Kapitel sind wir immer davon ausgegangen, dass wir ,,genug* Zeit und
Speicherplatz zur Verfiigung haben, weil es uns um die grundsétzliche Frage ging,
ob gewisse Probleme iiberhaupt gelost werden kénnen. In diesem Kapitel wird
es nun um prinzipiell 16sbare Probleme gehen und um die Frage, mit welchem
Aufwand man fiir deren Losung rechnen muss. Man spricht dann von Komplexitiit,
womit gemeint ist, wie viele Ressourcen bendétigt werden.

Dabei ist die Rolle der Komplexititstheorie gleichsam die des Uberbringers der
schlechten Nachrichten. In der Praktischen Informatik beschiftigt man sich (un-
ter anderem) mit dem Entwurf und der Analyse von Algorithmen. Hat man fiir
ein Problem ein Verfahren entwickelt und dieses untersucht, so hat man damit
automatisch auch eine Obergrenze fiir den Ressourcenverbrauch: So geht es und
vielleicht geht es sogar (mit einer anderen Idee) noch schneller oder mit noch weni-
ger Speicher. In der Theoretischen Informatik ist man hingegen hauptsichlich an
unteren Schranken interessiert: Wie viel Zeit bzw. Platz wird ein Algorithmus fiir ein
bestimmtes Problem auf jeden Fall benttigen? Das ist im Allgemeinen eine wesent-
lich schwierigere Frage, weil man nicht nur ein Losungsverfahren betrachten muss,
sondern alle denkbaren — auch die, die noch gar nicht existieren. Anders ausge-
driickt: Man untersucht nicht den Algorithmus, sondern versucht die Schwere des
Problems zu bewerten. Viele Fragen in diesem Bereich sind trotz jahrzehntelanger
Forschung noch offen, aber es gibt auch schon eine umfangreiche Theorie.

Wir werden uns nur mit der Zeitkomplexitdt beschiftigen. Die Methoden bei der
Untersuchung der Platzkomplexitét sind dhnlich. Zudem werden wir dieses um-
fangreiche Thema nur kurz anschneiden kénnen. Ausfiihrlicher wird es in den
Aufzeichnungen der Vorlesung aus dem Sommersemester 2014 behandelt.

17. Polynomiale Laufzeit

Als einfiihrendes Beispiel schauen wir uns zwei PYTHON-Funktionen zur Berech-
nung der Summe ZZ:O 1.01% an, die beide nicht den Operator *x fiir das Potenzie-
ren verwenden.
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def

def

aopl(n):

s =0

for k in range(n+1):
p=1

for i in range(k):

p *= 1.01
s +=p
return s

aop2(n) :

s =1

for i in range(n):
s *= 1.01
s += 1

return s

Komplexitétstheorie

Beide Funktionen berechnen (bis auf eventuelle Rundungsfehler) dasselbe Ergeb-
nis, aop2 ist jedoch schneller als aopl. Aber wie genau ist das gemeint? In der
Informatik verwendet man fiir die Prézisierung solcher Aussagen die sogenannten
Landau-Symbole. Die sollten Sie kennen, aber der Vollstédndigkeit halber folgt hier
eine Definition.

Fiir die Menge aller Funktionen von einer Menge A in eine Menge B verwen-
den wir die iibliche Schreibweise B4. Ist f eine Funktion von N nach Ry, so
schreiben wir

o(f) = {g€R§O:EsgibteinC>0mitg(n) < Cf(n) fiir alle n e N}

Wenn wir Schreibweisen wie @ (1n2) verwenden, dann ist mit 72 die Funktion
gemeint, die n auf n? abbildet.

Aufgabe 17.1. Lesen Sie sich noch einmal durch, worum es bei der Landau-Notation
geht, falls Sie das vergessen haben. (Siehe z. B. Kapitel 39 von KMFIL.)

In diesem Sinne hat aop2 ein Laufzeitverhalten von & (n), wihrend das von aop1

@ (n?) ist. Diese Darstellung impliziert das Folgende:

— Es geht immer um ganze Klassen von Problemen, die mit einem Parameter
(der meistens n heilt) versehen sind, der gewissermalen die Schwere einer

Probleminstanz quantifiziert. Die entsprechende Funktion, z.B. n — n*,

2

beschreibt, wie der Zeitverbrauch von diesem Parameter abhéngt.

— Man fokussiert sich auf den wesentlichen Einfluss dieses Parameters. So
wiirden beispielsweise 3n%+5n und n?+8 {iber einen Kamm geschert werden.
Insbesondere spielen konstante Faktoren keine Rolle. Natiirlich ist es in der
Praxis nicht egal, ob ein Programm denselben Job doppelt so schnell wie
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ein anderes erledigt. Aber solche Unterschiede spielen in der Regel fiir die
Beurteilung der Giite eines Algorithmus keine Rolle.!

— Manistin erster Linie daran interessiert, wie sich die Algorithmen fiir grole n
schlagen, denn die Landau-Notation sagt nur etwas iiber das asymptotische
Laufzeitverhalten aus. Insbesondere sind Probleme, die nur endlich viele
Instanzen haben, relativ uninteressant.?

Fiir spezifische Algorithmen kann ein Unterschied wie oben zwischen &' (n) und
@ (n?) bereits sehr viel ausmachen. Fiir die Komplexititstheorie hat sich jedoch ein
wesentlich gréberes MaR als zielfiihrend herauskristallisiert. Bei Ordnungen der
Form @ (n) fiir k € N* spricht man von polynomialem Laufzeitverhalten. Das wird
im Allgemeinen als ,gut“ bzw. tolerierbar angesehen. Dabei handelt es sich um
eine heuristische Beurteilung: Natiirlich wire ein Algorithmus mit einem Laufzeit-
verhalten von @ (n'°°°) nicht zu gebrauchen. Die Praxis zeigt jedoch, dass bei so
ziemlich allen Losungen mit polynomialem Laufzeitverhalten fiir realistische Pro-
bleme nur vergleichsweise kleine Exponenten vorkommen. Nicht tolerierbar sind
hingegen z. B. Funktionen von der Form b" fiir b > 1. Das nennt man exponentielles
Wachstum.?

*Aufgabe 17.2. Es gibt Funktionen, die zwischen den beiden eben beschriebenen
Klassen liegen: Begriinden Sie, dass n'™" schneller als jedes Polynom, aber langsamer
als jede Exponentialfunktion* wichst.

Aufgabe 17.3. Fallen Thnen noch andere Funktionen ein, die wie die aus Aufgabe 17.2
superpolynomial, aber subexponentiell sind?

Wie wir schon ganz am Anfang — am Ende von Abschnitt 1 — gesehen hatten,
eignen sich formale Sprachen dafiir, beliebige Fragestellungen zu formalisieren.
Das machen wir nun.

Ein Entscheidungsproblem ist eine formale Sprache L. Und eine Turingma-
schine, die L entscheidet, wird als Losung des Problems bezeichnet.

E={we Zgool :ny =0 (mod 2)} ist z. B. ein (ganz einfaches) Entscheidungspro-
blem. Es geht lediglich darum, festzustellen, ob man die Binédrdarstellung einer
geraden Zahl vor sich hat.

1Man kénnte aopl etwa dadurch beschleunigen, dass man eine kompilierte Sprache wie C oder
einen schnelleren Prozessor verwendet. Das dndert aber nichts daran, dass das in aop2 benutzte
Verfahren besser ist.

2zumindest theoretisch kénnte man simtliche Losungen tabellieren. So etwas ist in der Informatik
durchaus tiblich.

3Rein formal gilt beispielsweise n% € @(2™). So gesehen bedeutet auch @(n?) ,exponentielles
Wachstum®. Im tiblichen Sprachgebrauch ist ,exponentiell“ aber immer im Sinne von ,exponentiell
und nicht polynomial“ gemeint. Bei der Angabe von Landau-Symbolen gehen wir also implizit
immer davon aus, dass eine scharfe untere Schranke gemeint ist.

4Natiirlich sind damit nur Funktionen mit Basen gemeint, die gréRer als 1 sind.

polynomial

exponentiell

Definition
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Wir betrachten in diesem Kapitel nur entscheidbare Sprachen. Daher gehen
wir im Folgenden auch davon aus, dass wir es nur mit Turingmaschinen zu
tun haben, die immer anhalten, und interpretieren die Formulierung, dass
eine Turingmaschine eine Sprache entscheidet, entsprechend liberal. Es reicht,
wenn man nach dem Terminieren zweifelsfrei erkennen kann, ob das Eingabe-
wort zur Sprache gehort oder nicht. Das kann z. B. durch Akzeptanz geschehen
(Abschnitt 13) oder wie in der Definition von entscheidbar auf Seite 80.

Ist T eine deterministische Turingmaschine, die bei Eingabe des Wortes w
nach k Ubergéingen der Form =1 terminiert, so schreiben wir timer(w)
fiir k. Im Falle einer nichtdeterministischen Turingmaschine T schreiben wir
ntimer (w) fiir die minimale Anzahl von Ubergéngen, die bei der Eingabe w
bis zum Terminieren benotigt werden.

\ J

time7(w) ist also die Anzahl der ,Rechenschritte®, die T braucht, um die Eingabe
w zu verarbeiten. Fiir unser einfaches Beispiel E von oben konnten wir eine Turing-
maschine Ty verwenden, die einfach {iber das Eingabewort wandert, sich jeweils
die letzte gesehene Bindarziffer als Zustand merkt und beim ersten Leerzeichen
entsprechend entscheidet, ob sie in einem akzeptierenden oder einem anderen
Zustand terminiert. Dann wiirde etwa timer,(010) = 4 gelten.

r N

Fiir eine Funktion f von N nach R, sei TIME(f) die Klasse aller Sprachen L,
fiir die es eine deterministische Turingmaschine T gibt, die L entscheidet und
fiir die time7(w) < f(Jw|) fiir alle Worter w iiber ihrem Eingabealphabet gilt.
Analog wird NTIME(f) fiir nichtdeterministische Turingmaschinen definiert.
Schlie@lich setzen wir

P= |J TIME(p) und NP= |[J NTIME(p).
p Polynom p Polynom

J

Die simple Maschine Tg zeigt offenbar, dass das Problem E ein Element von
TIME(n + 1) und damit von P ist.

P steht fiir polynomiales Laufzeitverhalten und NP fiir nichtdeterministisches poly-
nomiales Laufzeitverhalten.® Weil sicher jede deterministische Turingmaschine
durch eine nichtdeterministische mit identischem Laufzeitverhalten simuliert
werden kann, ist klar, dass P < NP gelten muss.

Man beachte, dass nach dieser Definition timer(w) < f(n) fiir alle Worter mit
|w| = n gelten muss. f(n) ist also eine obere Schranke fiir das Laufzeitverhalten
von Eingaben der Lange n und wird daher vom langsamsten Durchlauf fiir so ein
Wort determiniert. Wir machen damit eine Aussage tiber den sogenannten worst
case. Es ist auch moglich, z. B. die durchschnittliche Laufzeit fiir Eingaben einer

5Und nicht etwa, wie es manchmal missverstanden wird, fiir ,nicht polynomial®.
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bestimmten Linge zu untersuchen, aber das ist in der Regel komplizierter und wir
werden es hier nicht machen.®

Fiir die Definitionen dieser wichtigen Klassen werden typischerweise Turingma-
schinen verwendet, damit man eine einfache und gleichzeitig prézise Grundlage
hat. Aber wir wissen auch schon, dass Turingmaschinen im Vergleich zu ,richtigen*
Computern sehr langsam sind. Die folgenden Theoreme zeigen, dass das in diesem
Fall irrelevant ist.

Wenn eine Mehrband-Turingmaschine ein Entscheidungsproblem in polyno-
mialer Zeit” 1osen kann, dann gibt es auch eine Maschine mit einem Band,
die dieses Problem in polynomialer Zeit 16sen kann. Man kann das sogar
mit einer Maschine erreichen, die nur eine Spur und einen eingeschrankten
Zeichenvorrat (z. B. Zy,001) verwendet.

Beweis. Auf Seite 56 wurde skizziert, wie man eine Mehrband-Turingmaschine T
mit einer Mehrspur-Turingmaschine T’ simulieren kann, die fiir die Simulation
eines Schritts von T ihr eigenes Band zweimal abfdhrt. Sei p ein Polynom mit
timer(w) < p(Jw)) fiir alle Worter w tiber dem Eingabealphabet. Der beschriebene
Teil der Bander von T kann bei einer Eingabe der Lange » maximal die Lange
2p(n) erreichen, weil pro Rechenschritt nur ein Feld geschrieben werden kann.
(Die Schreib-Lese-Kopfe konnen sich allerdings in unterschiedliche Richtungen
bewegen.) T’ benétigt zur Simulation eines Schritts von T also hochstens 4p(n)
Schritte und damit zur Simulation von p(n) Schritten héchstens 4p(n)? Schritte.
Das ist ebenfalls ein Polynom in 7.

Will man nun — wie auf Seite 55 beschrieben — die mehrspurige Maschine T’ durch
eine mit nur einer Spur simulieren, so muss man lediglich das Bandalphabet
vergrofern, aber das dndert nichts an der Anzahl der Rechenschritte.

Schlief3lich muss man sich noch iiberlegen, welche Auswirkungen das Einschrin-
ken des Zeichenvorrats (siehe dazu Aufgabe 11.7) auf die Laufzeit hat. In diesem
Fall geht es jedoch nur um einen konstanten Faktor. Hat die simulierte Maschine
beispielsweise ein Bandalphabet mit 16 Zeichen, so kann man jedes von denen
durch jeweils vier Bit (also eine Sequenz aus vier Zy,,01-Symbolen) darstellen. Um
einen Schritt der simulierten Maschine nachzustellen, braucht die simulierende
Maschine dann bis zu zwolf Schritte: vier fiir das Lesen, vier fiir das Schreiben
und vier fiir das Positionieren des Kopfes. Insgesamt wird die Anzahl der Schritte
also lediglich mit dem Faktor 12 multipliziert und bleibt damit polynomial. Nicht
einmal der Grad des Polynoms wird dabei groRer.? |

6Beachten Sie, dass es schon schwierig ist, iiberhaupt zu definieren, was mit der ,durchschnittli-
chen“ Laufzeit tiberhaupt gemeint ist.

7Bei solchen und #hnlichen Formulierungen sollte in Zukunft hoffentlich immer klar sein, wie
es gemeint ist: Ist T so eine Maschine, dann soll es ein Polynom p mit timer(w) < p(Jw|) fiir alle
moglichen Eingabewdrter w geben. Sinngemél tibetragen wir diese Bezeichungen auch auf andere
Rechnermodelle, wobei ein sinnvolles Mal fiir die Anzahl der Rechenschritte vorausgesetzt wird.

8Nebenbei bemerkt wird das Eingabewort natiirlich auch entsprechend linger.

Lemmal7.1
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Wenn ein Programm auf einem herkdémmlichen Computer mit Von-Neumann-
Architektur ein Entscheidungsproblem in polynomialer Zeit 16st, dann kann
dieser Algorithmus auf einer Turingmaschine simuliert werden, die ebenfalls
in polynomialer Zeit arbeitet.

Beweis. Eigentlich ist das viel zu vage formuliert, um von einem Satz zu sprechen,
den man beweisen kann. Wir werden jedoch im Folgenden eine Reihe von rea-
listischen Annahmen machen und einen Beweis unter diesen Voraussetzungen
skizzieren. Das wird Sie hoffentlich iiberzeugen, dass die Aussage von der Grund-
idee her korrekt ist.

Wir gehen von einem Computer mit einer Wortbreite von k Bits aus, der 2¥ Spei-
cherzellen adressieren kann.® Dass das Problem in polynomialer Zeit gelost wird,
soll bedeuten, dass es ein Polynom p mit der Eigenschaft gibt, dass fiir den Re-
chenvorgang bei einer Eingabe, die aus n Datenworten besteht, maximal p(n)
Taktzyklen vergehen. (Die Eingabe wird dabei am Anfang in einem dafiir vor-
gesehenen Teil des Speichers stehen.) Unser Computer hat diverse Register, in
denen Berechnungen vorgenommen werden. Da wir als Zeiteinheit Taktzyklen
verwenden, gehen wir von einem Programm aus, das bereits kompiliert in Ma-
schinensprache vorliegt. Je nach Prozessor kann dessen Maschinensprache sehr
unterschiedliche Befehle zur Verfiigung stellen. Man kann diese jedoch immer
grob in einige wenige Klassen einteilen:

Befehle, die Daten aus dem Speicher in ein Register laden,

Befehle, die Daten von einem Register in den Speicher schreiben,
— Befehle, die Berechnungen mit den Registerinhalten durchfiihren, und
(evtl. bedingte) Sprungbefehle.

Wir gehen der Einfachheit halber davon aus, dass alle Befehle nur einen Taktzy-
klus benétigen und pro Befehl maximal ein Datenwort zwischen den Registern
und dem Speicher ausgetauscht werden kann. Komplexere Befehle, iber die man-
che Prozessoren verfiigen, lassen sich als Kombinationen solcher Basisbefehle
realisieren — und benétigen dann entsprechend mehr Taktzyklen.

Die zum Simulieren verwendete Turingmaschine T ist eine Mehrband-Maschine,
die die folgenden Bénder verwendet:

— Ein Band fiir den Speicher des Computers, in dem fiir alle vom Programm
verwendeten Speicherzellen auf dem Band 2k + 2 Symbole stehen: k Bits fiir
den Inhalt, k Bits fiir die Adresse und zwei Trennzeichen. Das kénnte bei-
spielsweise so aussehen, dass fiir k = 8 auf dem Band $10000110#00101010
steht und das so interpretiert wird, dass sich in der Speicherzelle mit der
Adresse 134 der Inhalt 42 befindet.

— Ein Band fur die Adresse des aktuellen Befehls. Dieses Band simuliert also
den Befehlszihler.

9Natiirlich muss es nicht so sein, dass die Wortbreite und die Linge der Adressen iibereinstimmen.
In diesem Fall wihlen wir als k einfach den groReren der beiden Werte.
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Ein Band fiir den aktuellen Befehl.
— Fin Band fiir die zum aktuellen Befehl gehorende Speicheradresse.

Ein Band pro Register.

Ein oder mehrere , Arbeitsbander* fiir Zwischenrechnungen.

Analog zum Beweis von Lemma 17.1 konnen wir uns zunéchst tiberlegen, dass der
Computer bei einer Eingabe der Linge n maximal p(n) + n + C Datenworte des
Speichers verwendet haben kann, wobei C die konstante Linge des Programms ist.
Wenn T also etwas auf dem Band, das den Speicher simuliert, sucht oder auf dieses
Band etwas schreiben muss, werden dafiir jeweils hochstens 2k +2)(p(n) + n+C)
Rechenschritte verbraucht. Das ist ein Polynom in n (vom selben Grad wie p, weil
k konstant ist), das wir g nennen.

Fiir jeden Befehl des Computers muss T zundchst den Befehl vom Speicherband
laden, auf den der Befehlszihler zeigt. Dieser Befehl wird analysiert und evtl. wird
eine Speicheradresse berechnet. Dann muss evtl. ein Datenwort vom Speicher-
band gelesen werden. Anschlielend finden ggf. Berechnungen statt und vielleicht
wird danach ein Datenwort von einem Register in den Speicher transferiert. Zum
Schluss wird der Befehlszdhler aktualisiert, falls er nicht bereits durch einen Sprung-
befehl gesetzt wurde. Pro Zyklus gibt es zwei Zugriffe auf den Speicher, die maximal
24q(n) Rechenschritte von T erfordern. Alle Operationen, die auf anderen Bdndern
stattfinden, z. B. arithmetische Operationen mit den Registerinhalten, sind zwar
evtl. aufwendig, hingen aber nicht von n, sondern nur von k ab. Fiir jeden simulier-
ten Befehl braucht T jedenfalls maximal r () Rechenschritte, wobei r ein Polynom
in n ist. Damit ergeben sich fiir die Simulation des kompletten Programms r(n) p(n)
Schritte, und wir haben es wieder mit einem Polynom zu tun. |

Aufgabe 17.4. Vergleichen Sie den im Beweis von Satz 17.2 skizzierten Computer mit
einem tatsdchlichen Rechner und iiberlegen Sie sich, was man fiir eine realistischere
Modellierung dndern miisste und dass das keine Auswirkungen auf die Aussage des
Satzes haben wiirde.

Aufgabe 17.5. Miissen im Beweis von Satz 17.2 die Zellen auf dem Band, das den
Speicher simuliert, nach Adressen sortiert sein?

Aufgabe 17.6. Turingmaschinen haben (auf ihren Bdndern) theoretisch unbegrenzten
Speicherplatz zur Verfiigung. Fiir den simulierten Computer aus Satz 17.2 gilt das
jedoch wegen der festen Linge fiir die Adressen nicht. Uberlegen Sie sich, wie man
das @ndern kénnte. Welche Auswirkungen hat das auf die simulierende Turingma-
schine? Was muss man sinnvollerweise voraussetzen, damit die Simulation weiterhin
polynomiales Laufzeitverhalten hat?

Satz 17.2 und Lemma 17.1 zeigen, dass die Wahl der Turingmaschinen als Modell
fiir die Definition von Klassen wie P keine Einschriankung ist, wie man zunéchst
vermuten kénnte. Man hétte die Begriffe stattdessen auch mittels Registerma-
schinen oder anderer Modelle definieren konnen und wire auf dasselbe Ergebnis
gekommen. Das kann man folgendermafien in sehr allgemeiner Form ausdriicken:
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Erweiterte Church-Turing-These
Wenn ein Problem fiir ein Rechnermodell zur Klasse P gehort, dann gehort es
fiir jedes Rechnermodell zur Klasse P.

Anders als bei der , klassischen“ Church-Turing-These ist hier allerdings Vorsicht
geboten. Nicht alle Experten stimmen der erweiterten These vollumfénglich zu. So
ist beispielsweise nicht klar, ob sie auch fiir Quantencomputer zutrifft. Fiir kon-
ventionelle Rechner sind Turingmaschinen jedoch auch dann als Modell geeignet,
wenn es nicht nur um die prinzipielle Berechenbarkeit, sondern um effiziente Bere-
chenbarkeit geht. In diesem Sinne ist polynomiales Laufzeitverhalten ein robustes
und rechnerunabhéngiges Mal? fiir die Komplexitdt von Problemen.

An dieser Stelle sei noch einmal der am Anfang des Kapitels bereits erwéhnte we-
sentliche Unterschied zwischen den Untersuchungsgegenstinden der Praktischen
und der Theoretischen Informatik im Bezug auf die Komplexitidt hervorgehoben.
Wihrend man in der Praktischen Informatik die Giite von spezifischen Algorith-
men fiir ein bestimmtes Problem quantifiziert, méchte man in der Theoretischen
Informatik etwas tiber das gesamte Problem (und damit iiber alle méglichen Algo-
rithmen fiir dieses Problem) aussagen. Gehort ein Problem beweisbar nicht zur
Klasse P, dann ist es wirklich schwer in dem Sinne, dass man jegliche Hoffnung
aufgeben kann, jemals einen Losungsalgorithmus zu finden, der eine in der Pra-
xis tolerierbare Laufzeit hat. Welche Bedeutung die Klasse NP hat, bei der es um
fiktive Maschinen geht, die in der Praxis nicht zu realisieren sind, wird sich noch
herausstellen.

18. Realistische Probleme

Unsere Definition des Begriffs Entscheidungsproblem ist zwar einerseits sehr pra-
zise, legt uns andererseits aber ein sehr enges Korsett an. Eigentlich sind wir es
gewohnt, Probleme umgangssprachlich zu formulieren, zum Beispiel: Man ent-
scheide fiir eine vorgegebene Zahl n € N, ob sie eine Primzahl ist. Damit daraus
jedoch ein Entscheidungsproblem im engeren Sinne wird, muss man die Frage in
eine formale Sprache einkleiden. Das kénnte in der Form

P={weZX}  :ny,cP}

geschehen. Aber man kénnte es auch ganz anders machen, indem man die Zahlen
etwa dezimal, undr oder gar in romischer Zahlschriftt darstellt. Und rein technisch
hétte man bereits ein anderes Problem, wenn man in P die Rollen von 0 und 1 ver-
tauschen wiirde. Man hitte jeweils dieselbe Fragestellung unterschiedlich codiert.
Wir wollen uns einerseits keine unnétigen Gedanken iiber technische Feinhei-
ten machen, andererseits wollen wir aber auch keine unsinnigen Codierungen
zulassen.

Betrachten wir beispielsweise die Menge D aus (1.2) vom Anfang des Skripts und
davon die Teilmenge E der Worter, die nach der dortigen Interpretation erfiillbare
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Formeln darstellen, so handelt es sich um ein Entscheidungsproblem, fiir das
bisher nur Losungsalgorithmen bekannt sind, die exponentielle Laufzeitverhalten
wie 2" haben. Dabei ist jedoch wesentlich, dass in unsere Definition der Laufzeit
mithilfe von Klassen der Form TIME( f) die Ldnge der Eingabe eingeht. Wir kénnten
das Problem E nun folgendermalien dndern: Wir fiigen zum Alphabet ein weiteres
Zeichen # hinzu und betrachten statt E die Sprache

E ={w#*"  weE),

d. h., wir fiigen an jedes Wort w aus E einfach eine bedeutungslose Zeichenket-
te der Lange 2/*! an. E’ beschreibt im Prinzip dieselbe Fragestellung, wir hitten
aber fiir E’ einen polynomialen Algorithmus, denn bei der Ermittlung des Lauf-
zeitverhaltens wiirden ja die tiberfliissigen Zeichen einbezogen werden! Das wire
natiirlich Quatsch.

Solche Erwédgungen sind nicht so skurril, wie Sie vielleicht denken. Wenn wir da-
riiber sprechen, dass ein Algorithmus ein Laufzeitverhalten wie @ (n%) oder ¢(2")
hat, dann miissen wir uns vorher gut iiberlegt haben, welche GréRe die Rolle von n
einnimmt, d. h., welcher Parameter die Schwere des Problems korrekt wiedergibt.
Das spielt hdufig dann eine Rolle, wenn es um die Codierung von Zahlen geht. Die
Frage, ob eine vorgegebene Zahl n € N durch 3 teilbar ist, ldsst sich beispielsweise
mit linearem Laufzeitverhalten 16sen: der Aufwand ist proportional zur Eingabegro-
Be. Aber diese EingabegroRe ist nicht n! Ein entsprechender Algorithmus braucht
nicht doppelt so lange fiir 2n wie fiir n. Die Eingabegrofle ist die Anzahl der Stellen
von n im Bindrsystem (oder einem anderen Stellenwertsystem). Ausschlaggebend
fiir die Laufzeit ist also der Logarithmus von 7.'°

Wir gehen jedenfalls im Folgenden von sinnvollen — und insbesondere moglichst
kurzen — Codierungen aus. Da es immer sehr viele verschiedene Darstellungs-
moglichkeiten gibt, sei hier im Vorgriff auf Lemma 18.1 schon einmal gesagt, dass
wir zwei Codierungen derselben Frage als gleichwertig behandeln kénnen, wenn
die Umwandlung von jeder von beiden in die jeweils andere mit polynomialem
Zeitaufwand zu bewiltigen ist.

e \

Ein (ungerichteter) Graph ist ein Paar (V, E), wobei V eine Menge und E eine
Menge von zweielementigen Teilmengen von V ist. Ein gerichteter Graph
ist ein Paar (V, E), wobei V eine Menge und E eine Teilmenge von V x V ist.
Die Elemente von V nennt man die Ecken oder Knoten (engl. vertices) des
Graphen, die von E die Kanten (engl. edges). Aus einem (ungerichteten oder
gerichteten) Graphen macht man einen gewichteten Graphen, indem man
zu V und E noch eine Funktion f: E — R hinzufiigt, die jeder Kante eine Zahl
(ihr Gewicht) zuordnet.

\ J

Wir betrachten nur Graphen, bei denen V (und damit auch E) endlich ist. Graphen
werden in der Regel dadurch visualisiert, dass man die Knoten als Punkte in der

Owire n die entscheidende GroRe, dann wiirde das nach unserer Definition bedeuten, dass wir
die Eingabe unér auf das Band der Turingmaschine schreiben.

Definition
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Ebene zeichnet und die Kanten als Verbindungslinien zwischen den Punkten.
Bei gerichteten Graphen erhalten diese Linien zusétzlich Pfeile, bei gewichteten
Graphen fiigt man den Linien die Gewichte hinzu. Die folgende Skizze zeigt links
einen ungerichteten Graphen mit V = {A, B,C, D} und E = {{A, B}, {A, C},{B,C}}, in
der Mitte einen gerichteten Graphen mit derselben Eckenmenge und den Kanten
E={(AB),(AQ),(A D), (D, A)} sowie rechts denselben gerichteten Graphen mit
der Gewichtsfunktion f = {((4, B),3), ((4, C),5), ((A, D), 3), (D, A), 1)}.

(a—® () —(®)
@ © @ ©

Ein Weg in einem Graphen ist eine Folge von Knoten des Graphen, in der
jeweils zwei aufeinanderfolgende Knoten durch eine Kante verbunden sind.!!
In einem gewichteten Graphen bezeichnet man die Summe der Kantenge-
wichte als Linge des Weges. Gibt es keine Gewichte, so werden einfach die
Kanten gezihlt.!?

\ J

Im obigen Beispiel links ist (C, A, B) ein Weg von C nach B der Lange 2. Rechts ist
(D, A, B) ein Weg von D nach B der Linge 4. Es gibt dort aber keinen Weg von B
nach D. Ein typisches Problem aus der Praxis besteht darin, in einem vorgegebenen
Graphen den kiirzesten Weg zwischen zwei Knoten zu finden.

Aufgabe 18.1. Inwiefern passt dieses Problem nicht zu denen, iiber die wir in diesem
Kapitel bisher gesprochen haben?

Aufgabe 18.1 weist auf eine formale Schwierigkeit hin. In der Praxis geht es oft
darum, bestimmte Ergebnisse zu ermitteln oder — wie im Fall der kiirzesten We-
ge in Graphen - aus einer Menge maoglicher Ergebnisse das auszuwihlen, das
nach bestimmten Kriterien das beste ist. Man spricht dann beispielsweise von
Funktions-, Optimierungs- oder Suchproblemen. In der Komplexititstheorie be-
schiftigt man sich trotzdem hauptsidchlich mit Entscheidungsproblemen, weil
die am einfachsten zu handhaben sind. Wir werden auf den folgenden Seiten fiir
Beispiele auch Probleme betrachten, bei denen ja oder nein als Antwort nicht
ausreichen, wéahrend wir uns bei mathematischen Definitionen und Aussagen
weiterhin auf Entscheidungsprobleme beschréanken werden.

Haufig kann man auch einen Zusammenhang zwischen der Komplexitat allge-
meinerer Probleme und der von verwandten Entscheidungsproblemen herstellen.
Nehmen wir beispielsweise die Frage nach der Lange eines kiirzesten Weges von
Anach B durch einen Graphen. Hat man einen Algorithmus, der diese Frage be-
antworten kann, dann kann man mit dessen Hilfe offenbar auch ganz einfach das

11n einem ungerichteten Graphen verbindet die Kante {v1, v2} die Ecken v; und v». In einem
gerichteten Graphen verbindet die Kante (v1, v2) die Ecken v; und v» (aber nicht v2 und vy).
12Das entspricht einer Funktion, die jeder Kante das Gewicht 1 zuordnet.
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folgende Entscheidungsproblem W (G, A, B, k) l6sen: , Gibt es im Graphen G einen
Weg von A nach B, der héchstens die Lange k hat?“ Umgekehrt kann man jedoch
mit einem Programm, das dieses Entscheidungsproblem 16sen kann, auch die
Frage nach der Lange eines kiirzesten Weges beantworten. Man muss nur nach-
einander W(G, A, B,1), W(G, A, B,2), W(G, A, B,3) und so weiter fragen, bis zum
ersten Mal die Antwort ja kommt. Das ist zwar aufwendiger, aber man weifd von
vornherein, dass man hochstens so oft fragen muss, wie der Graph Knoten hat.
Ist der Algorithmus fiir das Entscheidungsproblem polynomial in der Anzahl der
Knoten, so hat man damit auch eine Losung fiir das Optimierungsproblem, die in
polynomialer Zeit arbeitet.

Aufgabe 18.2. Fallen Thnen mathematische Probleme ein, fiir die ein Entscheidungs-
problem signifkant einfacher ist als ein eng verwandtes Problem, bei dem es nicht nur
um ja oder nein geht?

Doch zuriick zur Graphentheorie. Der folgende, absichtlich , naiv* gestaltete Algo-
rithmus findet fiir einen gerichteten Graphen (V, E) mit einer Gewichtsfunktion
f: E— Ry einen kiirzesten Weg vom Knoten A zum Knoten B.

Q —{A}, P—{(A,0)}
while Q # @ do
s — some element of Q
Q—0Q\{s}
for each n € V with (s,n) € E do
for each (p, w) € P do
if p ends with s and doesn’t contain » then
P—Pui{(pn,w+ f((s,n)}
Q—Qu{n}
end if
end for
end for
end while
if P’ = {(p, w) € P: p ends with B} # ¢ then
return (p, w) € P’ with w < w' for all (p’, w’) € P’
else
return "no path from A to B"
end if

Das Problem dieses Algorithmus ist, dass er alle von A ausgehenden Wege durch-
probiert. Die folgende Grafik (bzw. Aufgabe 18.3) zeigt jedoch, dass das zu expo-
nentiellem Wachstum der Laufzeit fithren wiirde.

Algorithmus 18.1
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Aufgabe 18.3. Geben Sie fiir Graphen, die nach dem obigen Muster erstellt wurden,
eine von n abhidngende Formel fiir die Anzahl der Wege von A nach B an, wobei n die
Anzahl der Knoten des Graphen sein soll.

Aber Sie kennen sicher aus den Informatikvorlesungen den Dijkstra-Algorithmus.
Er findet ebenfalls einen kiirzesten Weg von A nach B, hat allerdings ein wesentlich
giinstigeres Laufzeitverhalten von @ (| V|?):

Q—V,d[A] —0,d[v] —ooforall ve V\{A}, plvl=Lforallve V
while Q # ¢ do
u — some element of {v € Q: d[v] < d[w] for every w € Q}
if u = B then
r—e¢
while u # Ado
r—uor
u<— plul
end while
return Aor and d|[B]
end if
Q—Q\{u
for each n € Q with (u, n) € E do
d —d[u] + f((u,n))
if d’' < d[n] then
dinl —d', pln]l —u
end if
end for
end while
return "no path from A to B"

Dieses Beispiel demonstriert zwei wesentliche Punkte: Dass ein , schlechter” Al-
gorithmus fiir ein Problem existiert, sagt nichts iiber die Schwere des Problems
aus. Es kann deutlich bessere Algorithmen geben (die vielleicht bisher noch nicht
gefunden wurden). Und dass es exponentiell viele , Kandidaten“ gibt, die man
untersuchen kénnte, impliziert nicht notwendig, dass eine Losung exponentielle
Laufzeit haben muss.

Ist (V, E) ein Graph, dann nennt man eine Knotenmenge V' eine Clique, wenn
{v, w} € E fiir alle v, w € V' mit v # w gilt. Das Cliquenproblem (CLIQUE) ist
das folgende Entscheidungsproblem: Gegeben sind ein Graph G = (V, E) und
eine nattirliche Zahl k. Gibt es in G eine Clique mit k Knoten?

In der folgenden Skizze ist beispielsweise {A, B, C} eine Clique mit drei Knoten und
{B, C,E, F} eine mit vier. Cliquen mit mehr als vier Knoten gibt es nicht.
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Die Frage, wie man graphentheoretische Probleme sinnvoll codiert, wird in der
Ubung U 40 behandelt. Auf einem herkémmlichen Rechner lisst sich CLIQUE z. B.
folgendermaRen losen.

for each V' < V with |V'| = k do Algorithmus 18.3
§ — true
for each (v, w) € V' x V' with v # w do
if {v, w} ¢ E then
s—false
end if
end for
if s then
return "yes"
end if
end for
return "no"

Fiir einen Graphen mit n Knoten ist die Anzahl der dufleren Schleifendurchldufe
im schlechtesten Fall (Z) Fiir festes k ist dieser Binomialkoeffizient ein Polynom!®
k-ten Grades in n und damit nicht von der Ordnung @ (n*~!). Daher ist dieser
Algorithmus nicht polynomial in der Anzahl der Knoten. In diesem Fall liegt es
jedoch nicht daran, dass ich ein besonders ,naives® Verfahren gewdhlt habe. Man
kann es zwar sicher noch im Detail verbessern, aber fiir CLIQUE ist bisher keine
Losung mit polynomialer Laufzeit bekannt, d. h., man weil8 nicht, ob CLIQUE zur
Klasse P gehort. Wir werden sehen, dass CLIQUE nur ein Beispiel fiir viele dhnliche
Probleme ist.

Aufgabe 18.4. Begriinden Sie, dass der obige Algorithmus 18.3 fiir CLIQUE fiir festes k
eine Laufzeit hat, die polynomial von der Anzahl der Ecken des Graphen abhéngt.

*Aufgabe 18.5. Uberlegen Sie sich, warum es im Rahmen der Komplexititstheorie bei
graphentheoretischen Fragen sinnvoll ist, die Anzahl der Ecken als MaR zu verwenden.
(Siehe dazu auch Ubung U 41.)

*Aufgabe 18.6. Neben der Frage, wie man Graphen sinnvoll codiert, um sie platzspa-
rend als Eingabe fiir einen Algorithmus prédsentieren zu kénnen, ist auch die Frage
interessant, mit welchen Datenstrukturen man Graphen in Programmen darstellen
sollte. Das hdngt natiirlich von den Anforderungen des jeweiligen Algorithmus ab und
es gibt unterschiedliche Ansétze. Denken Sie dariiber mal nach.

137umindest dann, wenn 7 gro genug ist.
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Bevor wir uns weitere Probleme ansehen, iiberzeugen wir uns jedoch, dass CLIQUE
in der Klasse NP liegt. Das machen wir mit dem folgenden Algorithmus.

Vi—g@
foreach v e V do
select
1.V —V'u{v}
2:V <V
end select
end for
if |V'| = k and V' is clique then
return "yes"
else
return "no"
end if

Der Nichtdeterminismus duflert sich hier durch den farblich hervorgehobenen
select-Block, der so gemeint ist, dass das Programm an dieser Stelle eine Wahlmog-
lichkeit hat. Damit hat, bei n Knoten, die erste for-Schleife eine Laufzeit von € (n).
Der Test, ob es sich wirklich um eine Clique handelt, ist sicher auch mit einem
Aufwand von maximal @ (n?) machbar. (Siehe Aufgabe 18.8.) Damit ist klar, dass
dieser Algorithmus polynomiale Laufzeit hat.

Aufgabe 18.7. Warum so kompliziert? Kénnte man in den Pseudocode von Algorith-
mus 18.4 statt des select-Blocks nicht einfach einfiigen, dass das Programm sich eine
k-elementige Teilmenge von V aussuchen soll?

Aufgabe 18.8. Begriinden Sie etwas ausfiihrlicher, dass der Test der Cliqueneigen-
schaft in Algorithmus 18.4 von der Ordnung O (n?) ist.

Aufgabe 18.9. Satz 13.1 demonstriert, dass man nichtdeterministische Algorithmen
durch deterministische simulieren kann. Wie wiirde das Laufzeitverhalten eines deter-
ministischen Algorithmus aussehen, der den nichtdeterministischen Algorithmus 18.4
fiir CLIQUE simuliert?

Ist (V, E) ein Graph, dann nennt man eine Knotenmenge V' stabil oder un-
abhingig, wenn {v, w} ¢ E fiir alle v,w € V' gilt. Das Stabilitdtsproblem
(INDSET) ist das folgende Entscheidungsproblem: Gegeben sind ein Graph
G = (V, E) und eine natiirliche Zahl k. Gibt es in G eine stabile Menge mit k
Knoten?

\ J

In der folgenden Skizze ist beispielsweise {A, B, C} eine unabhéngige Menge mit
drei Knoten und {B, C, E, F} eine mit vier. Unabhédngige Mengen mit mehr als vier
Knoten gibt es nicht.
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Aufgabe 18.10. Welcher Zusammenhang besteht zwischen Cliquen und stabilen Men-
gen? Wenn Sie es nicht direkt der Definition entnehmen kdnnen, dann vergleichen
Sie die beiden Beispielskizzen.

Aufgabe 18.11. Was miisste man gemal Aufgabe 18.10 im Algorithmus 18.3 dndern,
damit er INDSET statt CLIQUE 16st?

Aufgabe 18.12. Unter der URL https://weitz.de/indset/ finden Sie eine interak-
tive Anwendung, mit der man sich mit INDSET vertraut machen kann.

Aufgabe 18.11 zeigt, wie ein Algorithmus zum Losen von INDSET aussehen konnte.
Wir wollen aber auf etwas anderes hinaus. Dafiir betrachten wir diesen Algorithmus,
der als Eingabe einen Graphen (V, E) erhilt und dessen Komplementgraphen
berechnet:

E=¢
for each (v, w) e V x V do
if v # w and {v, w} ¢ E then
E'=E' u{{v, w}}
end if
end for
return (V, E))

Offensichtlich erhalten wir einen deterministischen Algorithmus fiir INDSET, in-
dem wir Algorithmus 18.5 ausfiihren und dessen Ausgabe als Eingabe fiir Algorith-
mus 18.3 verwenden. Ebenso erhalten wir einen nichtdeterministischen Algorith-
mus fiir INDSET, indem wir Algorithmus 18.5 ausfithren und dessen Ausgabe an
Algorithmus 18.4 weitergeben. Diesen , Trick wollen wir nun formalisieren. 4

'a \

Seien L; und L, Entscheidungsprobleme iiber den Alphabeten Z; und Z,.
T sei eine (deterministische) Turingmaschine, deren Funktion fr auf ganz
2] definiert ist und fiir die es ein Polynom p mit timer(w) < p(|w/|) fiir alle
w e X7 gibt. Gilt L; = fT_l[Lg] ={w € X} : fr(w) € L}, so sagt man, dass L;
polynomial reduzierbar auf L; ist, und schreibt dafiir L; <), L.

14Man erinnere sich an die Definition des Begriffs reduzierbar von Seite 87.

Algorithmus 18.5

Definition
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Seien L; und L, Entscheidungsprobleme mit L; <, L. Gilt L, € P, dann gilt
auch L; € P. Und dieselbe Aussage gilt fiir NP.

Beweis. Seien T, die Turingmaschine und p, das Polynom, die fiir L; <), L, sorgen.
T und p seien Turingmaschine und Polynom, die fiir L, € P sorgen. Das Hinterein-
anderschalten von T, und T entscheidet dann offenbar L;. Fiir die Laufzeit der so
entstandenen Turingmaschine T* gilt

timer- (w) = timer, (w) + timer (fr, (w)) < p,(wl) + p( fr, (W)1)
< pr(wh) + p(pr(wl))

und der Ausdruck am Ende der Ungleichungskette ist ein Polynom in |w|. Fiir NP
verlduft der Beweis ganz analog. [

Durch Lemma 18.1 wird noch einmal bestétigt, was durch Aufgabe 18.11 eigentlich
schon klar war: Auch INDSET gehért zur Klasse NP. Bevor wir uns mit der Frage
beschiftigen, welche Bedeutung diese omindse Klasse hat, die Berechnungen
auf nichtexistenten Rechnern beschreibt, schauen wir uns noch eine hilfreiche
alternative Charakterisierung von NP an.

Eine Sprache L tiber dem Alphabet X heif3t in Polynomialzeit verifizierbar,
wenn es ein Polynom p und eine in polynomialer Zeit arbeitende Turingma-
schine T mit Eingabealphabet I 2 X gibt, die eine Sprache L’ entscheidet, fiir
die gilt:

(i) L'c{w#z:weLundzeI*und|z| < p(w|)}

(i) L={w:Esgibtein z mit w#ze L'}
Dabei soll # ein Zeichen aus I\ Z sein.

\ J

Wie ist das zu verstehen? Wegen Bedingung (ii) gibt es fiir jedes Wort w aus L ein
ykurzes“ Wort z (das man ein Zertifikat fiir w nennt), so dass T mittels der Eingabe
w#z ,schnell“ entscheiden kann, ob w zu L gehort. Dabei sorgen die polynomiale
Zeitbeschrankung von T und die polynomiale Lingenbeschriankung von z (in
Relation zur Lange von w) dafiir, dass die Entscheidung in polynomialer Zeit in
Abhdingigkeit von |w| durchgefiihrt werden kann. Auerdem kann T auch jede
Eingabe der Form w#z mit w ¢ L ,schnell” erkennen, solange z irgendeine nicht
zu lange Zeichenkette ist, weil solche Eingaben wegen (ii) nicht zu L’ gehéren. (In
diesem Fall ist z kein Zertifikat fir w.)

Das mag immer noch etwas kryptisch klingen, daher hilft vielleicht ein Beispiel.

Beim Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik (SAT) geht es darum, fiir eine
aussagenlogische Formel zu entscheiden, ob sie erfiillbar ist.

Die Formel x; A (mx; V 71x2) A (X2 V X1) A T1x3 ist beispielsweise erfiillbar, indem
man x; den Wert 1 (fiir wahr) und x, sowie x3 den Wert 0 (fiir falsch) zuordnet. Die
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nur leicht modifizierte Formel x; A (mx1 V 71x2) A (X2 V X3) A X3 ist hingegen nicht
erfiillbar. Eines der Beispiele am Ende von Abschnitt 1 hat demonstriert, wie man
dieses Entscheidungsproblem als formale Sprache codieren kénnte.!®

Dieses Problem ist in Polynomialzeit verifizierbar. Als Zertifikat kann man einfach
die Belegung der Variablen nehmen. Hangt man an die erste Formel die Zeichen-
kette 100 als Zertifikat an,' so kann eine Turingmaschine leicht {iberpriifen, dass
die Formel mit dieser Belegung erfiillt wird. Fiir die zweite Formel gibt es kein
solches Zertifikat.

Aufgabe 18.13. Wie wiirde ein Zertifikat fiir CLIQUE aussehen?

Eine Sprache gehort genau dann zur Klasse NP, wenn sie in Polynomialzeit
verifizierbar ist.

Beweis. Wenn eine Sprache L ein Element von NP ist, dann gibt es eine nichtdeter-
ministische Turingmaschine T, die L in Polynomialzeit entscheidet. Im Beweis von
Satz 13.1 haben wir gesehen, dass wir einen Durchlauf von T durch eine endliche
Folge von ,Entscheidungen® darstellen konnen. Die Lange dieser Folge entspricht
der Anzahl der Rechenschritte und héngt nach Voraussetzung polynomial von der
Lange der Eingabe ab. Also kann die Folge der Entscheidungen als Zertifikat fiir die
Eingabe verwendet werden: Eine deterministische Turingmaschine kann mithilfe
der Folge den entsprechenden Ablauf von T nachvollziehen.

Ist umgekehrt eine Sprache L in Polynomialzeit verifizierbar, dann gibt es ein Poly-
nom p und eine verifizierende Turingmaschine T wie in der Definition des Begriffs.
Dazu konstruiert man eine nichtdeterministische Turingmaschine, die bei der
Eingabe w alle moglichen Zeichenketten durchprobiert, deren Lange hochstens
p(lwl) ist, und diese zusammen mit w eine Simulation von T durchlaufen ldsst. B

Diese Aussage ist fiir das Verstdndnis sehr wichtig, weil sie die Sprachen aus NP be-
schreibt, ohne das Konzept des Nichtdeterminismus zu verwenden. Die Probleme
in NP sind vereinfacht ausgedriickt die, die evtl. schwer zu 16sen sind, bei denen
man die Lésungen aber vergleichsweise leicht iiberpriifen kann. Auferdem kann
man diese Charakterisierung auch verwenden, um zu beweisen, dass man es mit
einem NP-Problem zu tun hat: Wenn man zeigen kann, dass ein Problem in Poly-
nomialzeit verifizierbar ist, muss man keinen nichtdeterministischen Algorithmus
mehr angeben, der es in Polynomialzeit 16st.

15Dabei ist zu beachten, dass man in der Regel die Anzahl der Variablen als MaR fiir die Komple-
xitit dieser Frage verwendet und daher zusétzlich fordert, dass die Lange der Formel polynomial
beschrankt beziiglich dieser Zahl ist. Ansonsten hétte man es — siehe oben — mit einer unsinnigen
Codierung zu tun.

16100 steht natiirlich fiir x; =1, xp = 0, x3 = 0.

Satz 18.2
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19. NP-vollstindige Probleme

In der Komplexitdtstheorie hat sich ein Merkmal dafiir herauskristallisiert, wann
ein Problem als schwer anzusehen ist. Hier erkennt man endlich den Sinn des
Nichtdeterminismus in diesem Zusammenhang.

Ein Problem L wird NP-schwer genannt,'” wenn L' <, L fiir alle L' € NP gilt.
L wird NP-vollstindig genannt, wenn L NP-schwer ist und zur Klasse NP
gehort.

Diese Definition klingt zunéchst so, als wire es unmaoglich, ein NP-vollstandiges
Problem zu finden. Es muss sich um eine Art ,Superproblem“ handeln, weil man
alle Probleme aus NP auf dieses eine polynomial reduzieren kann. Es ist damit
mindestens so schwer wie die restlichen Probleme in NP. Wie soll das gehen? Es
geht aber. Das erste Problem dieser Art wurde Anfang der 1970er Jahre von Stephen
Cook und Leonid Levin nachgewiesen.

Satz von Cook-Levin
SAT ist NP-vollstdndig.

Beweis. Dass SAT zu NP gehort, wissen wir schon, weil wir uns im letzten Abschnitt
tiberlegt haben, dass dieses Problem in Polynomialzeit verifizierbar ist. Wir gehen
nun von einem beliebigen Entscheidungsproblem L € NP aus und miissen zeigen,
dass und wie man es auf SAT polynomial reduzieren kann. Die Begriindung dafiir
wird im Folgenden grob skizziert.

Nach Voraussetzung gibt es eine (nichtdeterministische) Turingmaschine T, die L
in Polynomialzeit entscheidet. Wir werden ein Verfahren angeben, dass zu jeder
moglichen Eingabe w eine aussagenlogische Formel ¢,, konstruiert, die genau
dann erfiillbar ist, wenn w zu L gehort, wenn w also zu einer positiven Antwort
von T fiihrt. Das werden wir dadurch erreichen, dass die Formel den entsprechen-
den Programmablauf von T widerspiegelt. ,Nebenbei“ miissen wir darauf achten,
dass die Formel nicht zu grol§ wird, dass ihre Lidnge also in Relation zur Linge der
Eingabe polynomial beschrénkt ist.

Als Vorbereitung iiberlegen wir uns, dass es zu m aussagenlogischen Variablen
x1 bis x,,, immer eine Formel Q(x;,...,x;) gibt, die dann und nur dann erfiillt
ist, wenn genau eine der Variablen wahr ist. Das ist leicht. Fiir m = 4 sieht es
beispielsweise so aus:

(X1 VX2V X3V Xg)
AX] = (X2 VX3V X))A(Xg = (X1 VX3V X)) (19.1)

Axg = (X1 VX2 VX)) A (xg = (X1 V X2V X3))

Und offensichtlich ist die Linge von Q(x1,. .., X,;) von der Ordnung @ (m?).

17Im Englischen NP-hard, was manchmal falsch als ,NP-hart* iibersetzt wird.
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Nun kommt der steinige Weg zur besagten Formel. Fiir T gibt es ein Polynom p
derart, dass es bei einer Eingabe der Linge n maximal p(n) Rechenschritte gibt.
Fiir so eine Eingabe kann ein kompletter Programmablauf mit einer Tabelle wie
der folgenden beschrieben werden.

Schritt Position Zustand Zellel Zelle2 --- Zelle p(n)
1 1 1 ay ay ce O
? ? ? ? “e ?
3 ? ? ? ? e ?
p(n) ? h 1 O “ee O

Der Programmablauf muss dabei nicht exakt p(n) Schritte benétigen; man kann
z.B. vereinbaren, dass die Zeile, bei der der Ablauf terminiert, wiederholt wird, bis
p(n) Zeilen gefiillt sind.

Nun fiihren wir Aussagenvariablen s ,, ein, die genau dann wahr sein sollen, wenn
der Schreib-Lese-Kopfim k-ten Rechenschritt tiber der m-ten Zelle steht. Das sind
insgesamt p(n)? Variablen. Fiir jede Zeile k bilden wir die Formel Q(sg.1,..., Sk, p)»
die besagt, dass der Kopf pro Schritt nur an genau einer Stelle stehen kann.

Analog fithren wir Variablen z 4 ein, die dafiir stehen, dass T im k-ten Schritt im
g-ten Zustand ist. Und Variablen by ,, ., deren Bedeutung sein soll, dass im k-ten
Schritt in der m-ten Zelle das r-te Zeichen des Bandalphabets steht.'® Auch fiir
diese Variablen bilden wir wie oben Formeln, die aussagen, dass sich T in jedem
Schritt in genau einem Zustand befinden und dass in jedem Schritt in jeder Zelle
genau ein Zeichen stehen kann.

AuBerdem brauchen wir noch Formeln, die den legalen Ablauf eines Programms
gemil der Ubergangsfunktion der Turingmaschine beschreiben. Das kénnte so
etwas sein wie:

Wenn im 42. Schritt der Schreib-Lese-Kopf auf der 17. Zelle steht, sich
dort das 23. Zeichen auf dem Band befindet und die Maschine im fiinf-
ten Zustand ist, dann muss sich der Kopfim 43. Schritt auf der 18. Zelle
befinden, in der 17. Zelle muss das 12. Zeichen stehen und der Zustand
ist nun der dritte.

In eine Formel iibersetzt wiirde das folgendermaRen aussehen:

542,17 N D42 17,23 N 2425 = $43,18 N Da3,17,12 A 2433 (19.2)

Das ist offensichtlich méglich, wobei allerdings zu bedenken ist, dass wir solche
Formeln fiir jede Zeile der Tabelle, jede Zelle und jeden Ubergang benotigen und
dass die Formeln fiir nichtdeterministische Uberginge noch etwas linger werden.
Nichtsdestotrotz kann man zeigen, dass alles ,im polynomialen Rahmen* bleibt.

18pje endlich vielen Zustinde sowie die Symbole des Bandalphabets werden entsprechend durch-
nummeriert. Deren Anzahl hdngt nur von T und nicht von der Eingabe ab.
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SchlieBlich brauchen wir eine Formel, die fiir die erste Zeile codiert, welches Einga-
bewort sich auf dem Band befindet, und eine, die fiir die letzte Zeile codiert, dass
die Maschine mit einer positiven Antwort terminierte. (Letzteres wird in der Tabelle
oben exemplarisch durch den Zustand i wie halt und den Bandinhalt 10...0 sym-
bolisiert.) ¢, ist nun die Konjunktion all der Formeln, die in den letzten Absédtzen
vorkamen.

Im Prinzip war’s das, aber weil der Beweis recht lang war, sei der wesentliche Punkt
noch einmal wiederholt. Die polynomiale Reduktion besteht darin, fiir ein vorgege-
benes Eingabewort w mit der eben beschriebenen Methode eine aussagenlogische
Formel ¢,, zu konstruieren, die genau dann erfiillbar ist, wenn w zu L gehort.
Die Konstruktion von ¢, kann von einer deterministischen Turingmaschine in
polynomialer Zeit erledigt werden, wenn der ,Bauplan“ von T bekannt ist. ¢,
kann anschliefend an eine Turingmaschine {ibergeben werden, die SAT 16st. W

Aufgabe 19.1. Uberzeugen Sie sich, dass die Linge der im Beweis von Satz 19.1 kon-
struierten Formel ¢, wirklich polynomial in |w| ist.

In der Aussagenlogik bezeichnet man eine Aussagenvariable oder deren Ne-
gation als Literal. Eine Disjunktion von Literalen nennt man eine Klausel.
Und eine Formel ist in konjunktiver Normalform, wenn sie eine Konjunkti-
on von Klauseln ist. Beim Problem CNF-SAT geht es darum, fiir Formeln in
konjunktiver Normalform zu entscheiden, ob sie erfiillbar sind.

\ J

Man kénnte denken, CNF-SAT sei leichter als SAT. Dem ist jedoch nicht so.

CNEF-SAT ist NP-vollstandig.

Beweis. Man kann die im Beweis des Satzes von Cook und Levin vorkommenden
Formeln gleich in konjunktiver Normalform aufschreiben. Siehe Aufgabe 19.2. B

*Aufgabe 19.2. Geben Sie zu (19.1) bzw. zu (19.2) dquivalente Formeln in konjunktiver
Normalform an.

Nachdem man erst einmal ein NP-vollstindiges Problem hat, wird es leichter,
weitere zu finden. Wenn néamlich L; NP-vollstindig ist und man fiir ein Problem
L, € NP zeigen kann, dass Ly <, L, gilt, dann gilt offenbar L'< p L1 <p Lo fiir jedes
Problem L’ aus NP.

CLIQUE ist NP-vollstdndig.

Beweis. Wir werden CNF-SAT polynomial auf CLIQUE reduzieren. Wir brauchen
also eine Methode, eine Formel in konjunktiver Normalform so in einen Graphen
umzuwandeln, dass ein Zusammenhang zwischen Cliquen in dem Graphen und
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der Erfiillbarkeit der Formel besteht. Dafiir nummerieren wir die Klauseln der For-
mel durch und gehen o. B. d. A. davon aus, dass die beteiligten Aussagenvariablen
in der Form x;, x, und so weiter vorliegen. Als Knotenmenge definieren wir

V = {xk,m : xx kommt in der m-ten Klausel vor}

U {1 Xk, m : Xk kommt in der m-ten Klausel vor}.

Zwei Ecken werden dann mit einer Kante verbunden, wenn sie aus verschiedenen
Klauseln sind und nicht eine von beiden die Negation der anderen représentiert.

Die Konstruktion wird hier am Beispiel der Formel
(X1 VX2 VX3) A (DX V X2) A (T2 V X3)

vorgefiihrt. Sie fiihrt zu dem folgenden Graphen:

Verbunden sind z.B. x3; und x33 sowie x3; und —1x3 2, weil es sich in beiden
Féllen um verschiedene Klauseln handelt. Nicht verbunden sind u. a. x;,; und x3;
(dieselbe Klausel) sowie 71x,; und x, 2 (verschiedene Klauseln, aber die Knoten
reprasentieren —1x, und xp).

Man kann sich nun bei einer Formel mit n Klauseln leicht iiberlegen:

— Wenn es eine Clique mit 7 Knoten gibt, dann muss aus jeder Klausel genau
ein Knoten beteiligt sein, weil Knoten aus derselben Klausel nicht verbunden
sind. (Ein Beispiel fiir so eine Clique ist in der obigen Skizze hervorgehoben.)

— Weil kein Knoten mit ,seiner” Negation verbunden ist, erhdlt man eine er-
filllende Belegung fiir die Formel, wenn die Literale, die zu den Knoten der
Clique gehoren, wahr sind.

— Umgekehrt liefert jede erfiillende Belegung eine Clique mit # Knoten.

Man kann den Graphen also an eine Turingmaschine tibergeben, die CLIQUE 16st.
Damit hat man ein Verfahren, um CNF-SAT zu l6sen. [ |

INDSET ist NP-vollstandig. Korollar 19.4

Beweis. Algorithmus 18.5 eignet sich offenbar nicht nur, um INDSET <, CLIQUE
zu zeigen, sondern man kann ihn auch fiir CLIQUE <, INDSET verwenden. [ |
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*Aufgabe 19.3. Dass CNF-SAT NP-vollstdndig ist, kann man auch anders als im Be-
weis von Korollar 19.2 begriinden: indem man nidmlich eine polynomiale Reduktion
von SAT auf CNF-SAT angibt. Man kann dafiir jedoch nicht die evtl. aus den Informa-
tikvorlesungen bekannte Methode zur Konstruktion einer konjunktiven Normalform
benutzen, weil die im worst case zu exponentiellem Wachstum der Formel fiihren
kénnte. Da man aufgrund der Formulierung der beiden Probleme nicht an Aquiva-
lenz, sondern nur an Erfiillbarkeitsdquivalenz interessiert ist, kann man jedoch die
sogenannte Zeitin-Transformation verwenden, die in polynomialer Zeit arbeitet und
die in dem am Rande verlinkten Video erklédrt wird. Fiithren Sie fiir (19.1) und (19.2)
Zeitin-Transformationen durch.

*Aufgabe 19.4. 3-SAT ist eine Variante von CNF-SAT, in der jede Klausel aus maxi-
mal drei Literalen besteht. Zeigen Sie, dass 3-SAT NP-vollstdndig ist. Eine mogliche
polynomiale Reduktion wird im Wikipedia-Artikel {iber Erfiillbarkeitsdquivalenz be-
schrieben.

Und so kann man weitermachen. SAT war das Problem, das den Stein quasi ins
Rollen brachte. Inzwischen sind auller CNF-SAT, CLIQUE und INDSET noch meh-
rere Tausend weitere NP-vollstdindige Probleme bekannt! Eine unvollstdndige Liste
findet man auf Wikipedia. Was bedeutet das?

— Die Klasse der NP-vollstindigen Probleme bildet eine Teilklasse von NP.
Es handelt sich um die in Bezug auf die Laufzeitkomplexitit schwierigsten
Probleme in NP.

— Wiirde man fiir ein einziges NP-vollstdndiges Problem eine deterministische
Losung in polynomialer Laufzeit finden, dann hétte man auf einen Schlag fiir
alle Probleme in NP eine deterministische Losung in polynomialer Laufzeit.
Und das wiirde bedeuten, dass P und NP identisch sind.

— Die grof3e Mehrheit der Experten glaubt das jedoch nicht. Sie glaubt, dass die
beiden Klassen nicht gleich sind und dass deswegen die Probleme in NP \ P
wirklich schwieriger sind als die in P.

Es gibt aber bisher (nach mehr als einem halben Jahrhundert Forschung) immer
noch keinen Beweis fiir diese Hypothese. Es ist nach wie vor moglich, dass morgen
jemand fiir CLIQUE oder ein anderes NP-vollstdndiges Problem einen determinis-
tischen polynomialen Lésungsalgorithmus prasentiert. Die Frage, ob

eine wahre oder falsche Aussage ist, ist dadurch inzwischen eines der bekanntesten
ungeldsten Probleme der Mathematik geworden. Seit dem Jahr 2000 ist sie eines
der sieben Millennium-Probleme, fiir deren Losung jeweils ein Preisgeld von einer
Million Dollar ausgesetzt ist.

Da diese Frage inzwischen auch aufierhalb der Fachkreise eine gewisse Beriihmt-
heit erlangt hat, seien hier kurz einige Missverstdndnisse ausgerdumt:

— NP-vollstéindige Probleme sind die schwierigsten bekannten Probleme.
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Das stimmt nicht. Alle Probleme aus NP haben deterministisch maximal
exponentielle Laufzeit,'® aber es gibt Probleme wie das Entscheidungspro-
blem fiir die Presburger-Arithmetik, von denen man weil, dass sie nicht
in exponentieller Laufzeit deterministisch 16sbar sind. Aulerdem gibt es ja
auch Probleme, die beweisbar iiberhaupt nicht 16sbar sind.

— NP-volistindige Probleme sind deshalb schwierig, weil es so viele mégliche
Lésungen gibt.
Das stimmt nicht. Siehe dazu das Beispiel mit dem Dijkstra-Algorithmus.
Umgekehrt kennt man auch Probleme, die nur eine Lésung haben und
trotzdem NP-vollstdndig sind.

— Eine deterministische Losung eines NP-vollstdndigen Problems hat immer
exponentielles Laufzeitverhalten.
Das stimmt nicht. Erstens kénnte ja nach aktuellem Stand P = NP wahr sein
und zweitens gibt es NP-vollstdndige Probleme, fiir die bereits subexponen-
tielle (aber immer noch superpolynomiale) Algorithmen bekannt sind. Ein
Beispiel ist eine Variante von INDSET fiir planare Graphen.

— Jede Instanz eines NP -vollstindigen Problems ist schwierig.
Das stimmt nicht. Beispielsweise sind alle Instanzen von CNF-SAT, bei denen
in jeder Klausel nur zwei Literale stehen, in polynomialer Zeit l6sbar.2? Diese
Problem wird auch 2-SAT genannt.

— Quantencomputer konnen NP-vollstéindige Probleme effizient losen.
Das stimmt wahrscheinlich nicht, jedenfalls gehen die meisten Forscher
momentan davon aus. Aber es gibt noch keine definitive Antwort. Auf jeden
Fall gibt es aktuell und wohl auch auf absehbare Zeit noch keine Quanten-
computer, die genligend Qubits haben und fehlertolerant genug sind, um in
der Praxis eingesetzt zu werden.

Sollte man bei NP-vollstindigen Problemen also alle Hoffnung auf eine effizien-
te Losung aufgeben, wenn man sich der Meinung der Experten anschlief$t und
P # NP glaubt? Nein. Erstens haben wir bereits gelernt, dass manchmal zumindest
subexponentielle Lésungen existieren. Und zweitens haben wir die ganze Zeit tiber
den worst case gesprochen und tiber Programme, die immer korrekt antworten. Es
gibt viele Beispiele fiir Algorithmen, die entweder nicht immer, aber , oft genug“
in polynomialer Zeit richtig antworten oder die immer in polynomialer Zeit Ant-
worten geben, die aber evtl. nur ,fast“ richtig sind.?! Diverse Beispiele fiir solche
Ansétze findet man in der am Anfang des Kapitels erwdhnten Playlist.

19Das kann man sich iiberlegen, indem man Aufgabe 18.9 verallgemeinert.

20Ersetzt man 2 durch 3, dann stimmt das nicht mehr. Siehe Aufgabe 19.4.

21pas kénnte bei einem Suchproblem z. B. ein Weg sein, der nicht der kiirzeste ist, dessen Linge
aber die der besten Losung um héchstens 5 % tiberschreitet.
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Losungen zu ausgewihlten Aufgaben

Losung 1.1. Weil wir nur endliche Mengen als Alphabete zulassen.

Losung 1.2. Die Antwort ist ||, denn zu jedem Symbol x € X gibt es das Wort (x)
der Lange 1.

Ich habe hier absichtlich noch einmal die ,,umstiandliche® Schreibweise (x) ver-
wendet. Rein technisch sind das Symbol x und das Wort (x) zwei verschiedene
Objekte. Diesen Unterschied werden wir jedoch in der Regel ignorieren. Daher
kénnen wir uns auch erlauben, statt (x) einfach x zu schreiben.

Losung 1.3. a' = aocad = acaoa? = acacaca = aaaa. 13 = ababab. a?v?> = aaabab.

ab® = abbb. (ab)? = ababab. (Beachten Sie, dass diese beiden Ausdriicke unter-
schiedlich sind.) |19 = 10 |v| = 20.

2

Losung 1.4. o ist nicht kommutativ. Beispielsweise sind 0001 =001 und 1000 =
100 unterschiedliche Worter. Das neutrale Element ist ¢, d. h., es gilt offenbar
gow = woe=w fiir jedes Wort w.

Losung 1.5. Nichts. o ist zwar nicht kommutativ, aber offensichtlich gilt immer

wkow: wo wk.

Losung 1.6. X oY ={abbc,abd,abe,acbc,acd,ace}.
Losung 1.7. Der Reihe nach:

=g

3! ={a,b}

2% = {aa,ab,ba,bb}

>3 = {aaa,aba,baa,bba,aab,abb,bab,bbb}

Losung 1.8. Es ist die Menge aller Worter der Linge k, die man mit Symbolen
aus Z bilden kann.

Losung 1.9. Das ist eine Kombinatorik-Aufgabe, erstes Semester Mathematik. Die
Antwort ist IZIk.

Losung 1.10. X'=X% X ={eloX={ew:weX}={w:weX}=X.
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Losung 1.11. Es gilt aufjeden Fall immer | X o Y| < |X]:|Y]|, denn bekanntlich ist
|X|-1Y| die Machtigkeit von X x Y und es gilt offenbar

XoY={vw:(vyw)e X xY}.
Aber mit X = Y ={a,aa} gilt Xo Y ={aa,aaa,aaaa},also3=|XoY|<|X]|:|Y|=4.

Losung 1.12. Esist die Menge aller Worter, die man mit Symbolen aus X bilden
kann. Siehe Aufgabe 1.8.

Losung 1.13. So geht eslos:

X% =g} Y0 = (e}

X'={a} Y!={ea}

X? = {aa} Y% = {¢,a,aa}

X3 = {aaa} Y3 = {€,a,aa,aaa}l

Allgemein gilt offensichtlich Y* = XU ---u X*. X* und Y* sind dann wieder
identisch X* = Y* ={af: ke N}. Aber: Y* = Y* # {aF: ke N*} = X"

Losung 1.14. Es gilt grundsitzlich nicht, wenn X das leere Wort enthélt. Das hétte
Ihnen beim Lésen von Aufgabe 1.13 auffallen kénnen. Das einfachste Beispiel ist
X = {¢}. Dann gilt ndmlich Xk = X fiir alle k € N und damit X* = X* = X, aber
X*\{e}=¢.

Losung 1.15. Die Frage steht nur deswegen im Skript, weil ich weif§, dass es an
dieser Stelle oft Missverstdndnisse gibt. Es gibt in X* kein ldngstes Wort. Zu jedem
Wort w € Z* ist wx ein noch ldngeres Wort, wenn x irgendein Symbol aus X ist.
Beachten Sie auBerdem, dass Worter nach Definition (weil sie Tupel sind) immer
endliche Lange haben und dass Ausdriicke wie w* oder w* weder definiert sind
noch Sinn ergeben, wenn w ein Wort ist.

Losung 1.16. Wenn es fiir eine Sprache L tiber dem Alphabet X ein k gibt, so dass
alle Worter aus L maximal die Lange k haben, dann enthélt L insgesamt h6chstens
ZZ'C:O |=|! Worter (siehe Aufgabe 1.9) und ist damit endlich.

Losung 1.17. Weil man mit fiihrenden Nullen jede Zahl auf unendlich viele Arten
binér darstellen kann. Die Sprache wiirde sonst unter anderem die Worter 11, 011,
0011, 00011 und so weiter enthalten und damit trivialerweise unendlich sein.

Losung 1.18. 1 und 10 sind Elemente von B;, 01 und 010 sind Elemente von By,
alle vier Worter sind demnach Elemente von B und also auch von Dy. (1 Vv 10)
gehort damit auch zu Dy und deshalb ist das gesamte Wort ein Element von D,
und von D. Interpretiert handelt es sich um die Formel —x; A 7x2 A (X1 V X2), die
nicht erfiillbar ist (wovon man sich mithilfe einer Wahrheitstafel leicht {iberzeugt).

Losung 2.1. Bedingung (iv) der Definition verbietet Produktionen, deren erster
Komponente aus T* ist. Anders ausgedriickt muss die erste Komponente mindes-
tens ein Nichtterminalsymbol enthalten. Abgesehen davon kénnen aber in beiden
Komponenten beliebige Worter stehen, die man mit den Zeichen des Vokabulars
bilden kann.
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Losung 2.2. Nein, natiirlich nicht. Das leere Wort gehort zu T, weil das leere
Wort immer zu X* gehort, wenn X eine Menge von Wortern oder Symbolen ist.
Und die erste Komponente darf kein Element von T* sein.

Losung 2.3. Man kann direkt aus X die Worter € und a herleiten, es gilt also
X = € und damit X :é € und dasselbe fiir a. Damit sind diese beiden Worter
schon einmal Elemente von L(G). Nach einigem Nachdenken wird dann klar, dass
die beiden anderen Produktionen iiberfliissig sind, weil man aus X kein Wort
herleiten kann, in dem Xa oder Y vorkommt. Also folgt L(G) = {¢, a}.

Losung 2.4. Eine mogliche Losung wire eine Grammatik, in der das Startsym-
bol niemals auf der linken Seite einer Produktion auftaucht (obwohl das unserer
Konvention widersprechen wiirde). Man koénnte aber auch — dhnlich wie im Bei-
spiel (2.1) — Produktionen aufschreiben, an denen sich sofort erkennen lasst, dass
man aus dem Startsymbol kein nur aus Terminalsymbolen bestehendes Wort her-
leiten kann, z. B. eine Grammatik, die aus den beiden Produktionen S — S und
T — a besteht.

Losung 2.5. Das konnte so aussehen:
§=688=5S[S8] =6 SIIS1] =6 S[[1] = [SI1[[]]=¢ [1L[]]

Der Ableitungsbaum wiirde sich dadurch nicht andern.

Losung 2.6. Sie werden festgestellt haben, dass es gar nicht so einfach ist, das zu
beschreiben, widhrend man es mit einer Grammatik kurz und unmissverstdndlich
hinbekommt. Man kénnte es vielleicht so ausdriicken: Ein korrekt geklammertes
Wort hat die Eigenschaft, dass man so lange sukzessive Teilworte der Form []
entfernen kann, bis nichts mehr iibrig bleibt.

Losung 2.7. Man konnte [] [ ][] nehmen. Der Anfang der Herleitung wire viel-
leicht S = SS = SSS, aber anschliellend kann man sich aussuchen, ob man das
erste oder das zweite S durch SS ersetzt.

Losung 2.8. Die wohl einfachste Mdglichkeit wére eine Grammatik, die aus den
beiden Produktionen S — ¢ | aS besteht.

Losung 2.9. Nein. Man kann unter anderem das Wort aa nicht herleiten. Die von
dieser Grammatik erzeugte Sprache ist {(ab)" : n € N}.

Losung 2.12. Ich gebe hier keine vollstdndige Lésung an, biete aber noch einen
Hinweis zum letzten Aufgabenteil. Wenn Sie in der urspriinglichen Grammatik
die Zeichenkette z=x+y*y ableiten, haben Sie verschiedene Mdoglichkeiten. Wie
miisste man die Grammatik &ndern, damit eine bestimmte Reihenfolge erzwungen
wird, die im Prinzip der entspricht, die man auch bei der Herleitung von z=x+ (y*y)
einhalten miisste?

Losung 4.1. Eshandelt sich um {abb}* = {(abb)" : n € N}.

Losung 4.3. Das war eine Fangfrage! Haben Sie mit nein geantwortet? Die Antwort
ist zwar richtig, aber Sie konnen das eigentlich noch nicht wissen, wenn der Stoff
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neu fiir Sie ist. Darum ist vermutlich Ihre Begriindung falsch. Es ist richtig, dass
die Grammatik (2.2) nicht regulér ist, aber das heil3t noch lange nicht, dass die
von ihr erzeugte Sprache nicht regulédr ist. Es kénnte ja sein, dass es eine andere
Grammatik gibt, die reguldr ist und die auch D; erzeugt. (Die gibt es nicht, aber
das muss man erst einmal beweisen.)

Losung 4.4. Man kann ein neues, bisher nicht genutztes Nichtterminalsymbol U
einfithren und die Produktion T — ¢ durch die beiden Produktionen T — cU und
U — € ersetzen.

Losung 4.5. Man kann ein neues, bisher nicht genutztes Nichtterminalsymbol U
einfithren und die Produktion T — abS$ durch die beiden Produktionen T — aU
und U — bS ersetzen.

Losung 4.6. Wenn die Sprache aus den Wortern w, bis w,, besteht, dann verwen-
den wir die Produktionen T; — w;U fiir i = 1,..., n sowie zusétzlich U — ¢ und
S— Ti|---| Ty. Offensichtlich erzeugt diese Grammatik die Sprache. Sie ist nicht
reguldr, aber das ldsst sich — siehe Aufgabe 4.5 - leicht beheben.

Losung 5.1. Man muss nur in die Definition einsetzen und erhélt
8% (s,a)=06"(s,ae) =6"(6(s,a),€) =4(s, a).

Losung 5.2. Zum einzigen akzeptierenden Zustand s, gelangt man nur iiber s;
mit einem b und dorthin kommt man nur von so mit einem b. Danach kann der
Automat aber beliebig viele weitere Zeichen konsumieren, ohne s, zu verlassen. Es
ergibt sich somit {b?} o {a,b}* als die gesuchte Sprache.

Losung5.3. Die Ubergangsfunktion sieht folgendermalen aus:

So S1 S2

a $
$2
C S0

Die akzeptierte Sprache ist?2 {a} o {bca}*.

Losung 5.4. Mit {sy, s1} ergibt sich
{e}ufa(bca)”(bc)":meNAne{0,1}},

mit {so} erhilt man {abc}*.

Losung 5.5. Dafiir muss man in der Grafik aus Aufgabe 5.3 nur c durch b ersetzen
und {sp} zur Menge der akzeptierenden Zustdnde machen.

Losung 5.8. Wenn man aus den entsprechenden Produktionen Ubergidnge macht,
dann kann es passieren, dass von einem Zustand mehrere Pfeile mit demselben

22Natiirlich gibt es immer mehr als eine Méglichkeit, so eine Menge aufzuschreiben. Thre Antwort
kann ruhig anders aussehen, sie muss nur dieselbe Menge beschreiben.
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Symbol ausgehen, was nach unserer Definition nicht erlaubt ist. Wir werden es
spater doch so machen, aber dafiir brauchen wir nichtdeterministische Automaten,
die wir erst noch einfiihren miissen.

Losung 5.9. Man muss lediglich die Menge der akzeptierenden Zustdnde dndern,
indem man F durch das Komplement S\ F ersetzt.

Losung 5.10. Hier wird nur eine Skizze eines Produktautomaten gezeigt. Man
spricht natiirlich deshalb von Produktautomaten, weil es um das aus der Mathe-
vorlesung bekannte Mengenprodukt geht, das man z. B. in Tabellenform darstellen
kann. Im Folgenden ist der Produktautomat blau eingeférbt.

Namen wie AS stehen abkiirzend fiir Tupel wie (A4, S). F steht fiir den im oberen
Automaten nicht eingezeichneten ,Fehlerzustand*. Der Ubersichtlichkeit halber
wurden die Beschriftungen der Pfeile weggelassen. Gestrichelte Pfeile stehen fiir
a-Uberginge, durchgezogene fiir b-Uberginge.

Losung 5.11. Mit simpler Mengenlehre hat man
I'\(LinLy) =" \LPHu I\ Ly)

und nach den Lemmata 5.2 und 5.3 gibt es einen Automaten fiir diese Sprache.
Erneute Anwendung von Lemma 5.2 liefert einen Automaten fiir L; N L,. (Alternativ
kann man aber auch den Beweis von Lemma 5.3 modifizieren, indem man das
Wortchen oder durch und ersetzt.)

Auch fiir die Differenz kann man einfach mengentheoretisch argumentieren, ndm-
lichmit i\ Ly =Lin(I*\ Ly).

Losung 6.1. Das sieht so aus:

§*({sha)=6"(shae)= | 6" 6(s,@),e) =6"(6(s,a),€) =6(s, )

s'e{s}

Losung 6.2. Es handelt sich um {a}* U ({ab} o {a} *)+.

Losung 6.3. Das sollte wohl ungefdhr so aussehen:
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Losung 6.4. Man definiert §’ durch &' (s, a) = {6 (s, @)}. Das war’s schon.

Losung 6.5. Die wesentliche Idee ist: Ein Wort der Linge m muss vom Startzu-
stand zu einem akzeptierenden Zustand m Pfeile und damit m + 1 Zustdnde pas-
sieren. Ist m mindestens so grol3 wie |S|, dann wird mindestens ein Zustand s auf
diesem Weg mehrfach besucht. Die ,Schleife” von s nach s kann man sich sparen
oder man kann sie auch mehrfach befahren.

Losung 6.7. Der Algorithmus fiir den Umbau kdonnte wie folgt aus zwei Teilen
bestehen:

Im ersten Teil werden alle Ketten von mindestens zwei verschiedenen Zustinden
identifiziert, die durch e-Ubergénge direkt ineinander iibergehen. Wir suchen also
jeweils Zustidnde s1, Sp, ..., S, mit n =2 und s;41 € 6(s;, €) fiir alle i < n, so dass alle
s; paarweise verschieden sind. Fiir jede Kette dieser Art fiigen wir — falls noch nicht
vorhanden - einen neuen ¢-Ubergang von s; zu s, hinzu.

(Beachten Sie, dass wir dies nicht fiir geschlossene Ketten — also fiir den Fall
s1 = §, — machen. Das ist auch nicht notwendig, weil sich durch so eine Folge
von e-Ubergingen weder der Zustand des Automaten #ndert noch ein Symbol
konsumiert wird.)

Im zweiten Teil werden nun sukzessive alle e-Uberginge entfernt und ggf. durch
andere ersetzt: Gibt es Zustdnde s; und s, mit s, € §(s1,€) und s7 Z 2, so entferne
s2 aus 6(sy,€) und fiige fiir alle (s,a) € S x I mit s; € 6(s,a) den Zustand s, zu
6(s, a) hinzu. Falls s; ein Startzustand ist, so fiige auferdem s, zur Menge der
Startzustdnde hinzu.

O OBFO

a

In jedem Schritt wird ein e-Ubergang entfernt und kein neuer hinzugefiigt. Der
Algorithmus muss also abbrechen und hinterldsst dann einen Automaten ohne
e-Uberginge. Es sollte klar sein, dass der neue Automat dieselbe Sprache wie der
alte akzeptiert.

Losung 6.9. Sie haben hoffentlich kein Problem damit, Automaten oder regulére
Grammatiken fiir {w € {0}* : 3 | |w|} und {w € {0}* : 5 | |w|} anzugeben. (Siehe
z.B. Aufgabe U 7.) Die Sprache L aus der Aufgabenstellung ist nach Lemma 5.3 als
Vereinigung dieser beiden Sprachen dann auch reguldr. Wenn es einen determinis-
tischen endlichen Automaten A mit nur einem Endzustand sr und L(A) = L gébe,
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dann miisste sy offensichtlich gleichzeitig der Startzustand sein, weil € zu L gehort.
Weil 0% zu L gehort, muss es einen Weg von s zu sr geben, der {iber drei 0-Pfeile
fiihrt. Ebenso muss es wegen 0° € L einen solchen Weg iiber fiinf 0-Pfeile geben.
Fdhrt man beide Wege nacheinander ab, erhilt man jedoch einen Weg {iber acht
0-Pfeile von sp nach sp, obwohl 08 nicht zur Sprache gehort.

Losung 6.10. Ist A=(S,1,9, so, F) der (deterministische) Automat aus dem Lem-
ma, dann konstruieren wir einen (nichtdeterministischen) Automaten A’ fiir L(A)*
folgendermaRen: Zur Zustandsmenge S fiigen wir einen neuen Zustand s’ hinzu,
der der Startzustand von A’ und gleichzeitig der einzige Endzustand wird. Das Ein-
gabealphabet dndert sich natiirlich nicht. Fiir jeden in A akzeptierenden Zustand
fiigen wir einen e-Ubergang von diesem zu s” hinzu. Und natiirlich brauchen wir
einen e-Ubergang von s’ nach sy. Die Uberginge von A bleiben erhalten. Das war’s
bereits.

Falls Sie iibrigens die naheliegende und einfacher klingende Idee hatten, von allen
akzeptierenden Zustinden einen e-Ubergang zu sy hinzuzufiigen und s, ebenfalls
zum Endzustand zu machen: Das klappt oft, aber leider nicht immer. Die folgende
Skizze zeigt ein Gegenbeispiel.

1 1

2O OB O~ O

£

Wenn der Automat links A ist, dann ist L(A) offenbar {1}* o {0}. Der rechte Automat
akzeptiert jedoch unter anderem das Wort 1, das nicht zu L(A)* gehort.

Losung 6.11. Wie im Originalbeweis sei jeweils A; = (S;, I,0;, si, F;) der Automat
mit L; = L(A;) und 0. B.d. A. seien S; und S, disjunkt. Wir definieren einen nichtde-
terministischen Automaten A fiir L(A;) U L(A), indem wir als Menge der Zustdnde
S1U S nehmen, als Menge der akzeptierenden Zustdnde F; U F» und als Men-
ge (siehe Aufgabe 6.6) der Startzustidnde {sj, s»}. Fiir s € S; und a € I setzen wir
0(s,a) ={6;(s, a)}. (Anders ausgedriickt zeichnen wir einfach A; und A, nebenein-
ander und deklarieren das Ergebnis als grafische Darstellung von A.)

Losung 7.1. Eshandelt sich um {11}, {11,0} und {11,0}".

Losung 7.2. Die erste Aussage ist wahr. Die zweite Aussage ist falsch, denn die
Sprache £(0(0)*) = {0}o{0}* enthalt z. B. das Wort 03, das in der Sprache {00}* nicht
enthalten ist. Da die dritte Aussage wahr ist, sind die vierte und fiinfte falsch. Die
letzte Aussage ist auch wahr, weil die regulédren Ausdriicke 0 +0* und 0* dieselbe
Sprache beschreiben und weil in diesem Fall die Reihenfolge der Konkatenation
keine Rolle spielt, da alle Worter nur aus Nullen bestehen.

Losung 7.3. Die zweite Aussage ist falsch, weil die linke Sprache das Wort a ent-
hilt, die rechte aber nicht. Die dritte Aussage ist falsch, weil die rechte Sprache das
Wort aa enthilt, die linke aber nicht. Die anderen beiden Aussagen sind wahr.
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Losung 7.4. Der in PERL erlaubte reguldre Ausdruck ([01]*)\1 beschreibt z. B.
die Sprache {ww: we X} |}, von der man sich mittels des Pumping-Lemmas 4.1
leicht iiberzeugt, dass sie nicht reguldr im Sinne unserer Definition ist.

Losung 8.1. Fiir die drei Worter €, a und ab gibt es jeweils genau eine Méglichkeit,
aus ihnen durch Konkatenation ein L-Wort zu machen, und diese drei Moglichkei-
ten sind paarweise verschieden. Alle anderen Worter sind nicht der Anfang eines
L-Wortes. Es gibt somit vier verschiedene Klassen: [¢];, [a]; und [ab]; und [b].
(Die letzte hitte man natiirlich auch als [aa]; oder [b]; oder auf beliebig viele
andere Arten schreiben konnen.)

Losung 8.2. Alle Worter aus L sind dquivalent zueinander, denn man kann an sie
Worter aus L (aber keine anderen) anhdngen und bleibt in der Sprache. Ferner
sind alle Worter aus Lo {a} dquivalent zueinander, denn an sie kann man genau
die Worter aus {b} o L anhdngen, um wieder Worter aus L zu erhalten. Alle anderen
Worter, die nicht in L liegen, kann man auch durch Konkatenation nicht zu L-
Wortern machen. Man erhélt drei Klassen: [€];, [a]; und [b];.

Losung 8.3. Die Worter a”b und a”b sind nicht dquivalent, wenn m # n gilt, denn
man kann das erste Wort mit ba” zu einem Wort der Sprache ergédnzen, das zweite
jedoch nicht. Allein damit hat man schon unendlich viele Aquivalenzklassen.

Losung 8.4. Die Zustidnde sind [€], [a]lr und [b];, wobei [€]; sowohl der Startzu-
stand als auch der einzige Endzustand ist. Die Ubergangsfunktion sieht so aus:

€] [a] [b]

a J[ea]=[a] [aa]=[b] [ba]=[b]
b [eb]=[b] [ab]=[e] [bb]=[b]

Losung 8.5. Die Worter 2 und a” sind nicht dquivalent, wenn m # n gilt. Durch
Konkatenation von b 1dsst sich namlich das erste Wort zu einem Wort der Sprache
machen, das zweite aber nicht. Damit haben wir bereits unendlich viele Aquiva-
lenzklassen und nach dem Satz von Myhill-Nerode kann L nicht regulér sein.

Losung 8.7. Alle Zustdnde konnen von sy aus erreicht werden. s; und s4 sind
dquivalent. Es ergibt sich dieser Automat:

1 ©
b

a

b a,b

Ein passender reguldrer Ausdruck ist b*a(b(a+b))*a(a+b(a+b)(b(a+b))*a)*.
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Losung 8.8. Die Aquivalenzklassen der Nerode-Relation sind [¢], [b], [bb]z, [al
und [ab];. Daher muss der Minimalautomat fiinf Zustinde haben.

Losung 8.9. Die folgende Tabelle ist so gemeint: Die Zahlen in der Spalte mit der
Uberschrift k stehen fiir Worter dieser Linge, also 3 z. B. fiir 03. Die sieben Zahlen
jeweils dahinter stehen fiir die Lingen der sieben kiirzesten Worter, mit denen
man das entsprechende Wort zu einem Wort aus L fortsetzen kann.

el el k €L

k
0,3,5,6,9,10,12 5 0,1,4,5,7,10,13 10 0,2,5,8,10,11,14
2,4,5,89,11,14 6 0,3,4,6)9,12,14 11 1,4,7,9,10,13,14
1,3,4,7,8,10,13 7 23,538,11,13,14 12 0,3,6,8,9,12,13

0,2,3,6,7,9,12 8 124/7,10,12,13 13 2,5,7,8,11,12,14
1,2,5,6,8,11,14 9 0,1,3,6,9,11,12 14 14,6,7,10,11,13

B w NN - oA

Hinter 1 stehen also beispielsweise 2 und 4, weil 0102 und 0'0* Wérter aus L
sind, 010° und 0'03 aber nicht. Da alle 15 Tabellenzeilen verschieden sind,?3 hat
die Nerode-Relation fiir L mindestens 15 verschiedene Aquivalenzklassen. Da
andererseits zwei Worter aus {0} beziiglich dieser Relation sicher dquivalent sind,
wenn ihre Lingen kongruent modulo 15 sind, gibt es auch nicht mehr als diese 15
Klassen. Ein Minimalautomat fiir L hat somit 15 Zustdnde.

Losung 8.10. Ist n € N*, so wird ein Wort der Form ab” durch Konkatenieren von
c" ein Wort von L, durch Konkatenieren von c”*! jedoch nicht. Damit hat man
bereits unendlich viele Aquivalenzklassen der Nerode-Relation und der erste Teil
der Aufgabe ist gelost.

Seien andererseits n € N* und x € L mit |x| = n vorgegeben. Dann sei u = ¢, v der
erste Buchstabe von x und w so gewihlt, dass x = uvw gilt. Offenbar erfiillt diese
Zerlegung von x die Bedingungen des Pumping-Lemmas.

Losung 9.1. Ist n € N*, so wird ein Wort der Form [" durch Konkatenieren von 1"
ein Wort der Dyck-Sprache, durch Konkatenieren von ]"*! jedoch nicht. Damit
hat man schon unendlich viele Aquivalenzklassen der Nerode-Relation.

Losung 9.2. Die Grammatik kénnte aus den Produktionen S — XC, X — aXb| ¢
und C — cC | € bestehen.

Losung 9.3. Es ergeben sich immer Bindrbdume. Das Thema diirfte in einer Ihrer
Informatik-Vorlesungen bereits behandelt worden sein. Schlagen Sie die Grundbe-
griffe nach, falls Sie sie vergessen haben, denn wir werden das noch brauchen.

Losung 9.4. So ungefihr sollte es aussehen:

S—e| XCI X1Vl VaW | VcClc C—V.Clc X;—V,X
X—>X1Vb|VaVb Va—>a Vb—>b VC—>C

23Um das zu sehen hitten sogar drei statt sieben Worter gereicht.
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Losung 9.6. Wire L kontextfrei, dann wiirde uns das Pumping-Lemma ein ent-
sprechendes 7 liefern. Wir betrachten nun das Wort z = (0”1")2. Da das ,Mittel-
stiick“ vwx hochstens die Lange 7 hat, liegt es entweder komplett in einer Hélfte
von z oder es besteht aus Einsen der ersten Hilfte und Nullen der zweiten, wobei v
mindestens eine Eins enthilt und x mindestens eine Null. Man iiberlegt sich leicht,
dass das Ersetzen von vwx durch v? wx? in jedem Fall zu einem Wort fiihrt, das
nicht zu L gehort.

Losung 9.7. Eine kontextfreie Grammatik fiir L] erhdlt man durch
(N1 U{S}HZ, Py UA(S,519), (5,81, 5).

Losung 9.8. Als Schnittmenge ergibt sich die Sprache, von der direkt nach dem
Pumping-Lemma 9.2 gezeigt wurde, dass sie nicht kontextfrei ist. Damit ist ge-
zeigt, dass der Durchschnitt zweier kontextfreier Mengen im Allgemeinen nicht
kontextfrei ist.>4

Losung 9.9. Wire 2* \ L kontextfrei fiir alle kontextfreien Sprachen L, dann wire
nach Satz9.32*\(L1nLy) = (Z*\L1) U (Z*\ Ly) und damit auch Ly N L, kontextfrei,
wenn L; und L, kontextfrei wiren. Das widerspricht jedoch Aufgabe 9.8.

Losung 10.1. Das ldsst sich durch eine kleine Modifikation des Automaten fiir Lo,
erreichen. Er darf nun auch das Symbol A vom Stack entfernen, ohne ein Zeichen
zu konsumieren.

b,A—¢
a,* — Ax E,% —> €

° bA—¢€
-

Losung 10.2. Auch das kann man durch Modifikation des Automaten fiir Lo,
hinbekommen. Wir nutzen dabei aus, dass auch mehrere Zeichen auf einmal auf
den Stack gelegt werden diirfen. Zu beachten ist allerdings, dass zu dieser Sprache
anders als bei den vorherigen Beispielen auch das leere Wort gehort.

1,A—¢
0,* > AAx* el —e¢

+(s)
1,A—¢
g1l —e¢

Losung 10.3. Zunichst konstruieren wir zu K = (S, I, T, 6, sy, L, F) den Automaten
K'=(8,LT",8', 55, L', @) mit L(K") = L* (K). Wir fiigen zwei neue Zustiande s, und

24Dje Formulierung ,im Allgemeinen nicht“ ist Mathematikerschnack dafiir, dass es mindestens
eine Ausnahme gibt. Es ist also mitnichten so, dass der Durchschnitt zweier kontextfreier Sprachen
nie kontextfrei ist. Er ist aber eben nicht immer kontextfrei.
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s, hinzu, so dass fiir die neue Zustandsmenge S’ = SU {s, s,} gilt. s, wird der
»Endzustand®, dessen Job es ist, den Stack zu leeren. Daher setzen wir

6'(s,,e,0)=1{(s},€)}
fiir alle o € T'. Damit s}, auch erreicht wird, setzen wir
6'(s,e,0) =6(s,€,0) U{(s,,€)}

fiir alle se Fund alle o €T, d. h., von den Endzustdnden von K gibt es dann jeweils
einen e-Ubergang zu s.,. SchlieRlich miissen wir noch vermeiden, dass ein Wort
durch leeren Stack akzeptiert wird, das in K nur zu einem Abbruch gefiihrt hitte.
Dafiir sorgen s; und L': Indem wir mit 6’ (sg, €, L") = {(so, L L")} anfangen, haben wir
immer einen ,Sicherheitspuffer ganz unten auf dem Stack. (Fiir alle Argumente,
die bisher nicht erwdhnten wurden, soll §’ sich wie § verhalten. Und mit I ist
natiirlich Tu{L'} mit L’ ¢ T gemeint.)

Und jetzt konstruieren wir zu vorgegebenem K = (S, 1,T, 9, sp, L, F) einen Kellerau-
tomaten K’ = (S, I,T,6', 36, 1/, F") mit L* (K") = L(K). Wir fiigen wieder zwei neue
Zustdnde s, und s, hinzu, so dass fiir die neue Zustandsmenge S’ = S U {s, s}
gilt. Und ebenfalls soll hier I’ =T U {L'} mit 1’ ¢ T gelten. Fiir alle Argumente aus
dem Definitionsbereich von § soll sich §’ genau wie § verhalten. (K’ ,,simuliert*
gleichsam K.) Hinzu kommt wie oben &' (s, €, L") = {(sp, L L")}, weil wir nun einen
leeren Stack von K daran erkennen kénnen, dass 1’ das oberste Stacksymbol von
K' ist. Die Menge F’ der Endzusténde soll {s,} sein und dafiir setzen wir

6'(s,e, L") ={(s, )}

fiir alle s€ S.

Losung 10.5. Die Grundidee, die in der theoretischen Informatik 6fter angewen-
det wird, ist, dass man Woérter einer begrenzten Linge durch Symbole ersetzt.2®
Das wird im Folgenden skizziert, aber nicht bis ins Detail ausgearbeitet.

Sei K= (S,1,T,6, sy, L, F) ein beliebiger vorgegebener Kellerautomat. Da sowohl
der Definitionsbereich der Ubergangsfunktion § als auch deren Funktionswerte
endlich sind, gibt es eine maximale Anzahl zn von Symbolen, um die der Stack in
einem einzigen Ubergang anwachsen kann. Wir definieren durch

r'=r'ur?u..-.ur”

ein neues Alphabet.?® Die Elemente dieser Menge, die aus 1-Tupeln, 2-Tupeln und
so weiter besteht, betrachten wir als neue Symbole. So etwas wie (o, 7) ist also ein
»atomares®, nicht weiter zerlegbares Objekt, das sich von (o) oder (7) unterscheidet.
Fiir (11,...,7x) verwenden wir die Schreibweise [77...T]. Die Idee ist, dass so ein
Symbol Stellvertreter fiir das Wort 7, ... 7Ty sein soll.

*

25Das kennen Sie im Prinzip schon. Man kann z. B. alle 16 Worter aus ool

durch die Hexadezimalziffern 0 bis F ersetzen.
26Erinnern Sie sich, dass wir ganz am Anfang Alphabete sehr allgemein definiert hatten.

deren Linge 4 ist,
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Der neue Automat K’ bekommt I"” als Stackalphabet, unterscheidet sich aber
ansonsten nur durch die Ubergangsfunktion von K. Die wird folgendermaRen
konstruiert: Wir gehen alle (s, a,0) aus dem Definitionsbereich von § durch und
fiir jedes Element (s, B) von (s, a, o) gehen wir dann alle Symbole von I'" durch,
die mit o anfangen, und fiigen (s, [[f71...Tl]) zu&'(s, a, (077 ...7¢]) hinzu. Dabei
ist mit [[BT;...T¢]] einfach [B7]...T] gemeint, falls || + k < n gilt. Anderenfalls ist
damit das Wort [f7; .. T g [Tn-iple1--- Tkl iiber I gemeint.

Losung 10.6. Das sollte so aussehen:

(sp,aab, L) =k (sg,aab, S) > (sg,aab,aSb) =k (sg, ab, Sb)

=k (S0,ab,aSb) =k (so,b, Sb) = (s0,b,b) =k (S0, €,€)

Man beachte, dass hier ganz wesentlich der Nichtdeterminismus eingeht, weil
es fiir jedes Wort viele Wege gibt, von denen die meisten nicht zur Akzeptanz
fiihren werden. Der Automat , probiert“ gleichsam, bis er eine passende Ableitung
gefunden hat.

Losung 10.8. Die Menge der Nichtterminalsymbole wiirde aus dem neuen Start-
symbol Sy sowie zwolf?” weiteren Symbolen wie z. B. [s9p Asy] oder [s; Ls;] bestehen.
Es wiére viel zu ermiidend, hier nun alle Produktionen aufzuschreiben. Es sollen
aber zumindest so viele herausgegriffen werden, dass eine Ableitung demonstriert
werden kann. Dafiir kime zunédchst Sy — [soLs;] als eine der Produktionen mit
der linken Seite Sy hinzu. In der folgenden Tabelle stehen drei weitere Produktio-
nen und dahinter jeweils der Grund, warum sie in die Grammatik aufgenommen
wurden.

[soLsi] —alsoAsil[siLsi]  {(so, AL)} €8(sp,a, L)
[SoAs1] —Db {(s1,€)} €6(s0,b, A)
[s1ls1]—€ {(s1,6)} €6(s1,¢, 1)

Mit diesen insgesamt vier Produktionen kann man nun aus Sy exemplarisch das
Wort ab ableiten.

Losung 10.9. Fiir L, gibt es einen Kellerautomaten K mit L, = L* (K) (siehe Auf-
gabe 10.3) und fiir L3 einen endlichen Automaten A mit Ls = L(A). Genau wie
im Beweis von Lemma 5.3 baut man aus A und K nun einen Produktautomaten,
allerdings (siehe Aufgabe 5.11) einen fiir den Durchschnitt der Sprachen. Dieser
Produktautomat wird natiirlich ein Kellerautomat sein, wobei nur die Ubergéinge
von K fiir den Stack relevant sind.

Die Details miissten natiirlich noch etwas genauer ausgearbeitet werden, aber die
folgende Skizze (analog zur Losung von Aufgabe 5.10) verdeutlicht hoffentlich das
Prinzip.

27Die vier Paare (sg, So), (S0, $1), (51, 50) und (s1, s1) werden mit den drei Stacksymbole 1, Aund B
auf alle méglichen Arten kombiniert.
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b, X —¢

Losung 10.11. Wenn sich der Automat im Zustand s befindet, das ndchste noch
nicht konsumierte Zeichen a ist und das Zeichen oben auf dem Stack o ist, dann
gibt es drei Moglichkeiten, die sich gegenseitig ausschlief3en:

(i) d(s,a,o0) hat genau ein Element. Dadurch ist festgelegt, was passieren muss,
weil nach der obigen Definition 4 (s, €, 0) leer ist.

(i) O(s,a,0)istleer und 6(s,€,0) hat genau ein Element, wodurch auch wieder-
um festgelegt ist, wie es weitergeht.

(iii) &(s,a,0) und d(s, €,0) sind beide leer. Dann muss der Automat abbrechen.
(Siehe Fulknote 6.)

Ist der Stack leer, dann geht es ohnehin nicht weiter. Es gibt jedoch einen klei-
nen Rest Nichtdeterminismus, wenn das Wort bereits komplett gelesen wurde
und noch Zeichen auf dem Stack sind. Geht beispielsweise das Wort w in einem
deterministischen Kellerautomaten K = (S,1,T,9, sg, L, F) nach dem Konsumie-
ren des letzten Zeichens in den Zustand s mit dem Wort o« oben auf dem Stack
iiber und ist §(s,&,0) = (s',¢), dann gilt sowohl (sp, w, L) :}“( (s,e,0a) als auch
(S0, w, L) =% (s',€, ). Beziiglich der Akzeptanz (ob durch leeren Stack oder durch
Endzustand) ist das aber offensichtlich kein Problem, weil so etwas nur ganz am
Ende passieren kann.

Warum gibt es in deterministischen Kellerautomaten iiberhaupt e-Ubergidnge?
Die werden benétigt, um ggf. Stackzeichen abzubauen, weil pro Eingabesymbol
mehrere Zeichen zum Stack hinzugefiigt, aber immer nur eins entfernt werden
kann.

Losung 10.12. Nein, das kénnen Sie nicht. Selbst an so einer simplen reguliren
Sprache scheitern deterministische Kellerautomaten, wenn durch leeren Stack
akzeptiert werden soll. Damit 0 akzeptiert wird, muss der Stack nach dem Lesen
der ersten Null leer sein. Dann kann danach aber keine Eins mehr gelesen werden —
siehe Fulinote 6.

Deterministische Kellerautomaten kénnen mit leerem Stack nur Sprachen akzep-
tieren, die prdfixfrei sind. Damit ist gemeint, dass kein Wort der Sprache der Anfang
eines anderes Wortes der Sprache ist.

préfixfrei
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Losung 10.13. Das ldsst sich wohl am einfachsten mit einer Grammatik erledigen:

§—08511[05211
S1—0511¢ S — 08211 ¢

Losung 11.1. Der Ablauf sieht so aus:
Olsol110 =7, O1[so]10 =7, O11[so]0 =7, O1[s;]10
Losung 11.2. Weil s, ein Endzustand ist, muss dort nach Punkt (iv) der Definition

1 stehen. Man hitte die Spalte auch weglassen konnen.

Losung 11.3. f7, ist die partielle Funktionvon X’ nach X’ , die durch

bool bool’

w0 welo}*

S (w) = {L w ¢ 10}

definiert ist. fr, ist die partielle Funktion von {0}* nach {0}*, die immer den ,Funk-
tionswert“ L hat, also fiir kein Argument definiert ist.

Losung 11.4. Mit dem Startzustand sy und dem einzigen Endzustand s5 konnte
die Ubergangsfunktion so aussehen:

So S1 ) S3 S4
0 (5,0,—) (51,0,—) (84,0,<) (83,0,<) (54,0,<)

1 (Sly 1)_)) (SI) 1r_>) (S?nlj)‘_) (33)1»<_) (53)0y<_)
O (s5,0,—) (s2,0,<) 1 (S0,0,—) 1

Solange die Maschine im Zustand s ist, geht sie einfach vorwérts bis zum Ende
und kommt bei einem Leerzeichen in den Endzustand (und nur so). Sieht sie eine
Eins, dann wechselt sie in den Zustand s; und bleibt, weiter vorwiérts gehend, in
diesem bis zum Ende des Wortes, um dann in den Zustand s, zu wechseln. Bis
zu diesem Punkt wurde noch kein Zeichen gedndert und die Maschine steht nun
vor dem letzten Zeichen, das auf jeden Fall durch ein Leerzeichen ersetzt wird.
War es eine Eins, so geht die Maschine anschlieBend im Zustand s; wieder zuriick
zum Anfang des Wortes, von wo aus sie wieder von vorne anfiangt. War das letzte
Zeichen hingegen eine Null, dann lduft der Kopf (nun im Zustand s,) ebenfalls
riickwirts, ersetzt auf diesem Weg aber die erste Eins, der er begegnet, durch eine
Null, um dann den Rest des Riickwegs ebenfalls im Zustand s3 zu durchwandern.

Wenn man es besonders ,schon“ machen wollte, miisste man nun noch daftir
sorgen, dass die Maschine am Ende an der ,richtigen” Stelle steht. Das bekommen
Sie aber sicher selbst hin.

Losung 11.6. Mit dem Startzustand s. und dem einzigen Endzustand s, konnte
die Ubergangsfunktion so aussehen:


https://weitz.de/
https://weitz.de/files/ti-skript.pdf
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/de/

Lésungen zu ausgewdhlten Aufgaben 129

0 (80,0,—) (s0,1,=) (s0,10,—)
1 (51,0,—) (s1,1,—) (s,08,—)
D (86)0)4_) (Sey]-’h) (Se,Dy ‘_)

Die Zustdnde sy bzw. s; stehen dafiir, dass das letzte gelesene Zeichen eine Null
bzw. Eins war. Beim Ubergang in den Endzustand wird in diesem Fall nicht darauf
geachtet, den Schreib-Lese-Kopf vorher zum Anfang des Bandes zuriickzufiihren,
weil es laut Aufgabenstellung nicht um eine Ausgabe im definierten Sinne ging.
(Und das wire wegen des Leerzeichens auch gar nicht moglich.)

Losung 11.7. Die Idee, dass so etwas prinzipiell moglich sein muss, sollte Men-
schen des 21. Jahrhunderts vertraut sein, weil die allgegenwértigen Digitalcompu-
ter jede Form von Information (Zahlen, Texte, Tone, Bilder, Filme und so weiter)
speichern und verarbeiten kénnen, obwohl sie intern nur mit Nullen und Einsen
arbeiten.

Um konkret eine Turingmaschine mit Bandalphabet X~ zu simulieren, werden
die Symbole dieses Alphabets durch Sequenzen von jeweils k Nullen und Einsen
codiert, wobei k so gewihlt wird, dass 2% > |T| gilt. Vorginge wie das Lesen oder
Schreiben eines Symbols miissen dann kleinteilig in entsprechend viele Schritte
zerlegt werden und die Menge der Zustidnde, die das alles koordinieren muss, wird
ggf. stark anwachsen. Es wird aber keine prinzipiellen Schwierigkeiten bei der
Implementation einer solchen Simulation geben.

Losung 11.8. Da gemdl der in diesem Skript verwendeten Definition die Turing-
maschine nach dem Ubergang in einen Endzustand terminiert, wiirde man in
der Tat mit einem solchen Zustand auskommen, da solche Zustdnde anders als
bei endlichen Automaten nicht mehrfach , besucht“ werden konnen. Es ist daher
irrelevant, in welchen Endzustand der Automat iibergeht.

Die Definition wurde jedoch so allgemein gehalten, weil man in der Literatur
auch Varianten ohne die Bedingung 6(s,0) = L fiir alle s € F und alle o €T findet.
Dann kann es sein, dass es von dem Zeichen, auf dem der Schreib-Lese-Kopf steht,
abhingt, ob die Turingmaschine in einem Endzustand terminiert oder weiter
fortfihrt.

Losung 11.10. Eine Spur simuliert den Teil des Bandes rechts von der Anfangs-
position des Schreib-Lese-Kopfes und die andere Spur simuliert den Teil links
davon.

Losung 11.11. Der Kellerautomat liest zunédchst das ganze Eingabewort ein und
schreibt es dabei Zeichen fiir Zeichen auf den ersten Stack. Da das Wort zu die-
sem Zeitpunkt bereits komplett konsumiert ist, wird der restliche Ablauf nur noch
durch die Stacks gesteuert. Das Eingabewort wird vom ersten auf den zweiten Stack
verschoben. Dabei wird seine Reihenfolge umgekehrt und es steht dort nun in der
yrichtigen“ Reihenfolge. Die Konfigurationen v[s]w der simulierten Turingmaschi-
ne entsprechen nun den Konfigurationen des Kellerautomaten, bei denen w auf
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dem zweiten und v auf dem ersten Stack steht. Zustinde und Ubergangsfunktion
kdénnen mehr oder weniger direkt denen der Turingmaschine nachempfunden
werden.

Losung 11.12. Ein Lésungsvorschlag befindet sich als Datei decf2. TURING im
ZIP-Archiv.

Losung 11.13. Ein Losungsvorschlag befindet sich als Datei invert . TURING im
ZIP-Archiv.

Losung 11.14. Ein Losungsvorschlag befindet sich als Datei remove . TURING im
ZIP-Archiv. (Allerdings werden dort Nullen entfernt.)

Losung 11.15. Ein Lésungsvorschlag befindet sich als Datei add . TURING im ZIP-
Archiv.

Losung 12.1. Fiir dieses ,kleine“ Alphabet wiirde ASCII ausreichen. Jedem Zei-
chen wird eine siebenstellige Bitfolge zugeordnet. Worter werden dadurch go-
delisiert, dass man die Bitfolgen der Zeichen konkateniert und das Resultat als
Bindrzahl interpretiert. Aus dem Wort haw wiirde beispielsweise die Zeichenkette

11010001100001 1110111

und daraus die natiirliche Zahl 1716471. Heutzutage verwendet man eher Unicode,
aber das Prinzip ist dasselbe.

Losung 12.2. g(abba) = pip%pgpi =21.32.52.71 =3150

Losung 12.3. Hier ein Losungsvorschlag fiir PYTHON:

from sympy import factorint,prime
from math import prod

N = lambda a: ord(a)-ord('a')+1 if a in "abc" else None
Ninv = lambda k: chr(k-i1+ord('a')) if k in [1,2,3] else None
G = lambda w: prod(prime(i+1)**N(c) for i,c in enumerate(w))

def inL(n):
g = factorint(n)
if not set(g.values()) <= {1,2,3}:
return None
return list(g.keys()) == [prime(i+1) for i in range(len(g))]

def Ginv(n):
if not inL(n):
return None
g, s = factorint(n), ""
for i,p in enumerate(sorted(g.keys())):
if p!=prime(i+1):
return None
s += Ninv(glpl)
return s
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Ginv(G("abba")) # Beispiel

Losung 12.4. Man bildet einfach das Tupel t = (ny, no, ..., ng) auf
goy=pitiptt . pptt

ab. Es muss lediglich darauf geachtet werden, dass der Exponent immer um eins

hoéher als die zugehorige Komponente r; ist, damit erkannt werden kann, wo das

Tupel aufhort.

Relevant ist dabei natiirlich, dass Tupel nach Definition nur endlich viele Kompo-
nenten haben. Sonst kénnte man das obige Produkt nicht definieren.

Losung 12.5. In ToLL kdnnte es so aussehen:
program fibo(n: integer)

var i: integer,
last: integer,
nextTolLast: integer,
temp: integer;

begin
if (n < 0) then halt(0-1) endif;
if (n = 0) then halt(0) endif;
nextToLast := 0;

last := 1;
for i from 2 to n do
begin
temp := last;
last := last + nextTolast;
nextTolast := temp
end;
halt(last)
end

In Sprachen, die parallele Mehrfachzuweisungen erlauben, kann man das noch
etwas eleganter schreiben.

Losung 12.6. Es priift, ob die eingegebene ganze Zahl eine Quadratzahl ist, und
gibt 1 oder 0 fiir ja bzw. nein zurtiick.

Losung 12.7. Kurz und biindig zum Beispiel so:
program mod(a: integer, b: integer)
begin

halt(a - b * (a / b))

end

Hier hat das Ergebnis dasselbe Vorzeichen wie der Dividend. Bekanntlich sind sich
die Programmiersprachen in dieser Frage nicht einig.
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Losung 12.8. Meine Losung sieht so aus:

Losung 12.9. Das Zweierkomplement setzt eine feste Anzahl von Stellen voraus,
weil das Vorzeichenbit immer das hochstwertige Bit ist.?® Mit Langzahlarithmetik,
bei der die Bitldnge beliebig ist, vertragt sich das nicht.

Losung 12.10. In PyTHON kdnnte das so aussehen:

Losung 12.11. Meine PYTHON-Losung sieht folgendermalien aus:

28Das héngt mit der modularen Arithmetik zusammen. Warum und wie das funktioniert, wird in
den ersten vier Kapiteln von KMFI erklart.

E. Weitz: Theoretische Informatik [14. Mai 2026, 21:17]. CC BY-NC-ND 3.0 DE
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p = max(f.keys())
e = flp]
return s//p*xe, e-1
push = lambda s,v: s*prime(len(factorint(s))+1)x**(v+1)

# Beispiel
s = push(push(push(emptystack(),1),0),3)
s,v = pop(s)

Losung 12.12. Ich hatte an so etwas gedacht:

program bitand(a: integer, b: integer)

var r: integer, f: integer, t: integer, h: integer, k: integer;

begin
r :=0; £ :=1;
10: t := 0;
if (0 < a) then t := 1 endif;
if (b = 0) then t := 0 endif;
if t = 0 then goto 20 endif;
h := a/2; h := 2%h; h := a-h; h := fxh;
k := b/2; k := 2%k; k := b-k; k := hxk;
r :=r + k; a :=a/2; b :=b/2; f := 2%f;
goto 10;
20: halt(x);
end

Losung 12.13. Die Datei heron_nofloat.TURING im ZIP-Archiv enthilt einen
Losungsvorschlag.

Losung 12.15. Nein, jedenfalls nicht im Sinne der am Anfang des Abschnitts um-
rissenen Fragestellung. KI-Programme laufen auf normaler Hardware und werden
schlussendlich wie jedes andere Programm in Maschinensprache ausgefiihrt. Und
Quantencomputer basieren zwar auf einer ganz anderen ,Hardware“, aber sie
lassen sich (zumindest theoretisch) mit herkmmlichen Computern simulieren.

Losung 13.1. Weil nun der Funktionswert ¢ maoglich ist, der die Rolle des , Funkti-
onswertes“ | iibernehmen kann.

Losung 13.2. Die Bedingung ist nun nicht mehr, dass ein bestimmtes Tripel der
entsprechende Funktionswert von § ist, sondern dass es ein Element des Funkti-
onswertes ist. Ansonsten sieht es so aus wie vorher:

(vp,s,cw) =1 (vpo',s',w) genaudann, wenn (s',0',—)€(s,0)
(vp,s,0) =7 (vpo',s’,0) genaudann, wenn (s',0',—)€d(s,0)
(wp,s,ov) =1 (w,s',pc’'v) genaudann,wenn (s',0',<)€b(s,0)

(p,s,ov)=7 (0,5, p0'v) genaudann, wenn (s',0',<)€d(s,0)
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Losung 13.3. Die zweite Grammatik ist nicht kontextsensitiv, weil in der Produk-
tion abT — cc die linke Seite ldnger als die rechte ist. Die dritte ist nicht kontext-
sensitiv, weil es die Produktion S — ¢ gibt und S auf der rechten Seite von S — a8
auftritt. Die vierte ist wegen T — & nicht kontextsensitiv. Die restlichen zwei sind
kontextsensitiv.

(Sollten Sie iibrigens auf die Idee kommen, anhand von alten Klausuren zu meinen
Vorlesungen zu lernen, dann beachten Sie bitte, dass ich insbesondere die Definiti-
on kontextsensitiver Grammatiken frither laxer gehandhabt habe. Fiir zukiinftige
Priifungen zdhlt aber natiirlich dieses Skript und nicht der Stand von vor zehn
Jahren.)

Losung 13.4. Sie haben hoffentlich nicht einfach gedacht, dass jede kontextfreie
Grammatik , offensichtlich“ kontextsensitiv ist. Das stimmt ndmlich nicht. Selbst
ganz einfache reguldre Grammatiken wie S — a$ | € sind nicht kontextsensitiv. Wir
kénnen jedoch zu jeder kontextfreien Sprache L nach Lemma 9.1 eine kontextfreie
Grammatik G in Chomsky-Normalform angeben, die L erzeugt. Und G ist dann
tatsdchlich kontextsensitiv.

Losung 13.5. Mit einer linear beschriankten Turingmaschine T’ kann man eine
Turingmaschine T, deren (beidseitig beschrianktes) Band k-mal so lang wie die
Lange ihrer Eingabe sein darf, simulieren, wenn ihr Bandalphabet 'k ist (wobei
I' das Bandalphabet von T sein soll). Man arbeitet dann quasi mit einer (linear
beschriankten) k-Spur-Turingmaschine, deren Spuren entsprechende Abschnitte
des Bandes von T simulieren.

Losung 13.6. Als Alphabet nehmen wir X,0]. Die beiden Grammatiken seien
G1281—>1 und G2282—>O 152—>01.

Offenbar gilt L(G;) o L(G2) = {1} o {0} = {10}. Die Produktion 1S, — 01 kann in
G> nicht verwendet werden. Weil die Mengen der Nichtterminalsymbole bereits
disjunkt sind, wiirden wir nach der erwdhnten Methode einfach die Produktion
S — 815, hinzufiigen und S zum neuen Startsymbol machen. Die so entstandene
Grammatik G erlaubt jedoch die Ableitung S = §1S2 =G 1S2 = 01.

Der Hinweis diente dazu, Beispiele wie das folgende auszuschlief3en: Man wihle
fiir i = 1,2 die Grammatik G;, die nur die eine Produktion S; — € hat. Die besagte
Methode liefert dann eine Grammatik, die nicht kontextsensitiv ist (warum?), aber
darum ging es in der Frage nicht.

Losung 13.7. Als Alphabet nehmen wir wieder Zy,,0;. G1 habe die beiden Produk-
tionen S; — 0 und 0S; — 11. Offenbar gilt L(G;)* = {0}*. Die Produktion 0S; — 11
kann nicht verwendet werden. Die Grammatik G erlaubt jedoch die Ableitung
S =G SIS =G 8181 =G OSl =G 11.

Losung 13.8. Das erste Beispiel konnte erweitert so aussehen:
G1281—>1 und G2282—>O|1152 1Sg—>01.

Nach wie vor gilt 01 ¢ L(G1) o L(G,) = {1} 0 {0,101} = {10,1101}.
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Fiir das zweite Beispiel konnte man fiir G;
S§1—0]00S; und 0S;—-11

nehmen. L(G;)* enthielte dann weiterhin nicht das Wort 11.

Losung 13.9. Man fiihrt fiir alle Terminalsymbole a ein neues Nichtterminalsym-
bol V, sowie die Produktion V,; — a ein. In allen Produktionen von G werden dann
alle Terminalsymbole a durch ihre ,Stellvertreter” V,, ersetzt. Aus G, in der Losung
von Aufgabe 13.6 wiirde z.B. So — 0, V1 S, — 01, V; — 1 werden.

Losung 14.2. Offenbar gilt ynya(n) =1 — ya(n) fiir alle #» € N. Kann man die eine
der beiden Funktionen berechnen, dann auch die andere.

Losung 14.3. Das ist einfach. Wenn wir eine Turingmaschine haben, die die cha-
rakteristische Funktion einer entscheidbaren Menge berechnet, manipulieren wir
sie einfach so, dass sie immer dann in eine Endlosschleife gerit, wenn sie eigentlich
null ausgeben wiirde.

Losung 14.4. Das ist dhnlich einfach wie Aufgabe 14.3. Wenn wir eine Maschine
haben, die A akzeptiert, dann ersetzen wir sie durch eine, die immer dann in eine
Endlosschleife gerit, wenn die Originalmaschine in einem nicht akzeptierenden
Zustand terminieren wiirde.

Losung 14.5. Dabeim Decodieren der Zahl klar ist, wann man sich bei der dritten
Komponente eines Tupels befindet, kann man statt L, R und H auch die Zeichen 0,
1 und * wiederverwenden. Damit hat man schon drei Zeichen gespart.

Losung 15.1. Jede Turingmaschine berechnet eine Funktion aus 22, weil diese
Menge so definiert ist. Im Fall o = @ wire die Menge A also die leere Menge
und im anderen Fall ganz N. Dass diese beiden Mengen entscheidbar sind, ist
offensichtlich.

Losung 15.2. In beiden Fillen war die Menge H* aus (15.1) das Problem, das auf
das jeweilige Problem aus der Formulierung des Satzes reduziert wurde. Wir haben
die Implikation von Lemma 15.5 in den besagten Beweisen immer umgekehrt
verwendet: Ist A nicht entscheidbar, dann ist B , erst recht“ nicht entscheidbar.

Losung 16.1. Nein. Wenn das fiir alle Sprachen stimmen wiirde, dann wéren nach
Satz 14.2 alle rekursiv aufzédhlbaren Mengen natiirlicher Zahlen entscheidbar. Aber
wir kennen durch das Halteproblem und den Satz von Rice genligend Mengen, die
nicht entscheidbar sind.

Losung 17.2. Zundchst einmal wichst der Logarithmus zwar sehr langsam, ist
jedoch streng monoton wachsend und unbeschrénkt. Daher gibt es fiir jedes k € N
ein ng € N mit Inn = k+ 1 und damit n™” > n**! fiir alle n = ny. Es gilt also
n'"" ¢ @ (n*) fir alle k e N.

Andererseits erhdlt man durch zweimalige Anwendung der Regel von de I'Hospital

(nx)> .. 2lnx . 2
im = lim = lim — =0,
x—oo X X—oo X X—00 X
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d. h., fiir alle € > 0 gibt es ein ng € N mit (In n)? < ne und damit
nin2 - (nn)> > nin2 - ne = n(ln2 -¢) (L-1)
fur alle n = ny. Insbesondere ist damit der Term auf der linken Seite von (L-1)
unbeschrankt und daher ist
on enln2

ninn - e(ln n)?

_ _nin2—(Inn)?

ebenfalls unbeschrinkt und es folgt 2" ¢ @ (n'™™"). Offenbar gilt dieselbe Aussage
auch fiir andere Basen als 2.

Losung 17.3. Man konnte statt In einen anderen Logarithmus nehmen oder z. B.
nV" betrachten.

Losung 17.5. Nicht unbedingt. Fiir jede Zelle speichern wir ja ihre Adresse, so
dass die Turingmaschine den Speicher ganz ,dumm® durchsuchen kann, indem
sie sich alle Zellen nacheinander anschaut. Das haben wir bei unserer groben
Abschétzung schon einkalkuliert.

Es wire allerdings fiir umfangreiche Programme wohl besser, wenn man sortieren
wiirde, damit die Maschine nicht unnétig viel Zeit damit verbringt, auf dem Spei-
cherband herumzuirren. Dann muss man jedoch beim Einfiigen neuer Speicher-
zellen Teile des Speicherbandes evtl. verschieben, was auch wiederum Aufwand
impliziert.? Man kann sich jedoch iiberlegen, dass auch dieser Aufwand nichts
am polynomialen Zeitverhalten dndert.

Losung 17.6. In dieser Losung wird nur eine Moglichkeit kurz diskutiert. Es geht
nicht darum, die perfekte Implementation zu finden. Wichtig sind in diesem Kon-
text nur die Implikationen fiir das Laufzeitverhalten.

Bei unbegrenzt grolem Speicher (wobei die einzelnen Zellen nach wie vor alle
dieselbe Wortbreite haben sollen), konnen die Befehle der Maschinensprache
keine feste Linge mehr haben. Vorstellbar ist etwa, dass man ein Bit , opfert“, das
signalisieren kann, dass der Befehl noch nicht vollstindig eingelesen wurde und ein
weiteres Wort aus dem Speicher geholt werden muss. (Das kann selbstverstdndlich
mehrfach wiederholt werden, wodurch die Befehle beliebig lang werden konnen.)

Auf die Implementation der Simulation hat das keine wesentlichen Auswirkungen,
weil das Speicherband ohnehin schon so angelegt ist, dass keine feste Adressbreite
vorausgesetzt wird. Fiir das Laufzeitverhalten ist allerdings relevant, dass der simu-
lierte Computer diese Erweiterung nicht ,umsonst“ bekommen kann. Wir kénnen
nicht mehr pauschal einen Taktzyklus pro Befehl rechnen, sondern lange Befehle
miissen proportional zu ihrer Linge mehr Zeit verbrauchen.?? Mit etwas Aufwand
lasst sich dann zeigen, dass Satz 17.2 nach wie vor gilt.

29Da man Arbeitsbinder als ,,Schmierpapier” zur Verfiigung hat, kann man den zu verschiebenden
Teil dort zwischenspeichern, wodurch das Verschieben effizienter ist als bei einer Maschine, die nur
ein Band hat.

30Das ist ja auch realistisch, weil der Prozessor die Befehle aus dem Speicher holen muss.
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Losung 18.1. Bisher ging es nur um Entscheidungsprobleme im Sinne der Defini-
tion von Seite 93, also um Fragen, die man mit ja oder nein beantworten kann.

Losung 18.2. Ein ganz einfaches Beispiel ist die Frage, ob eine Zahl durch 3 oder 9
teilbar ist, die mithilfe der Quersumme einfach zu beantworten ist, wenn die Zahl
im Dezimalsystem angegeben ist. Um die Frage, was bei der Division durch 3 bzw. 9
herauskommt, zu beantworten, muss man einen hheren Aufwand treiben.

Ein fiir die Praxis relevantes Beispiel ist die Frage, ob eine Zahl eine Primzahl ist.
Dafiir gibt es inzwischen effiziente Testverfahren. Das Zerlegen in Primfaktoren ist
jedoch nach aktuellem Forschungsstand deutlich aufwendiger.

Losung 18.3. Im ersten Graphen hat man 6 Knoten und 4 Wege, im zweiten 8
Knoten und 8 Wege, im dritten 10 Knoten und 16 Wege. Fiir je zwei Knoten, die
hinzukommen, verdoppelt sich die Anzahl der Wege von A nach B. Damit ergibt
sich 2721 bzw. 1/2- /2" als Anzahl dieser Wege.

Losung 18.4. Der wesentlich Teil der Antwort steht bereits im Text vor der Aufgabe.
() ist fiir festes k ein Polynom k-ten Grades in n. Beispielsweise gilt

(Z):llz-(nz—n) und (: =1/6-(n®-3n*+2n).

Dieses Polynom determiniert die maximale Anzahl der duf3eren Schleifendurch-
ldufe. Die innere for-Schleife wird maximal n2-mal durchlaufen, denn es gilt
|V' x V'| = k? < n?. Und auch der Test, ob v und w durch eine Kante verbunden
sind, kann selbst bei ungiinstiger Programmierung hochstens n x n Durchlédufe
durch eine Schleife verbrauchen.

Losung 18.7. Nein. Im Prinzip macht das Programm das zwar, aber man muss
sich an dieser Stelle daran erinnern, wie nichtdeterministische Turingmaschinen
in Abschnitt 13 definiert wurden: Es gibt Wahlméglichkeiten, aber jeweils nur end-
lich viele. Insbesondere stehen die Wahlmoglichkeiten vor dem Start der Maschine
fest und hingen damit nicht von der Eingabe ab. Im konkreten Algorithmus gibt
es immer nur zwei Moglichkeiten und das ist OK. Wiirde man jedoch einen Algo-
rithmus aufschreiben, in dem das Programm sich eine k-elementige Teilmenge
von V aussuchen darf, dann wiirde die Anzahl der Wahlmdglichkeiten von 7 und k
abhéngen. Der select-Block hitte je nach Eingabe eine andere Laufzeit.

Losung 18.8. Das Programm muss fiir alle zweielementigen Teilmengen von V'
testen, ob sie zu E gehdren. Wenn wir davon ausgehen, dass ein entsprechender
Zugriff auf E eine Laufzeit von € (1) hat (wenn E beispielsweise als zweidimensio-
nales Array abgespeichert ist), ist nur die Anzahl solcher Teilmengen relevant. Und
die ist (k? — k)/2, also auf jeden Fall nicht gréRer als n?.

Losung 18.9. Man muss es fiir dieses konkrete Programm nicht so kompliziert
wie im Beweis des Satzes machen, weil es nur eine einzige nichtdeterministische
Stelle im Algorithmus gibt. Aber in jedem select-Block werden aus einer Simula-
tion zwei, so dass das deterministische Programm im Endeffekt 2" Simulationen
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durchspielen muss. Wenn jede von denen ein Laufzeitverhalten von 0O (n?) hat,
ergibt sich insgesamt @ (n?2").

Losung 18.10. Ist G = (V, E) ein Graph, dann bezeichnet man den Graphen

V,{{v,w}:v,we Vund v # wund {v,w} ¢ E})

als den Komplementgraphen von G. Das ist also der Graph mit denselben Knoten,
der genau dort Kanten hat, wo G keine hat.

Es ist hoffentlich offensichtlich, dass V' genau dann eine Clique in G ist, wenn V'
eine stabile Menge im Komplementgraphen von G ist. Und das gilt auch umgekehrt,
weil der Komplementgraph des Komplementgraphen von G natiirlich wieder G ist.

Losung 18.11. Im ersten if-Block muss {v, w} ¢ E durch {v, w} € E ersetzt werden.
Alles andere kann so bleiben.

Losung 18.13. Das ist ganz einfach. Ein Zertifikat wire einfach eine Clique der
Grole k.

Losung 19.2. Das sieht so aus:

(X1 VX2V X3V X4)
A(XI VX)) A(x1 Vxg) A(xg Voixg)

A(X2Vx3) A(Txa VX)) A(TX3 V Txg)

(7184217 V 7D4217,23 V 712425 V $43,18)
A (784217 V T1b42,17,23 V T1Za2 5 V D43,17,12)

A (T1842,17 V TD42,17,23 V 12425 V 2433)
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Die Ubungsaufgaben in diesem Abschnitt sollen selbststindig nach den Vorlesun-
gen bearbeitet werden. In der darauf folgenden Veranstaltung werden dann Thre
Losungen gemeinsam besprochen. Es wird jeweils angesagt, welche Aufgaben bis
zum Folgetermin bearbeitet werden sollen.

Ich erinnere noch einmal daran, was man schon in der Gebrauchsanweisung lesen
konnte: Aufgaben sind nicht als , Training* fiir die Modulpriifung gedacht, sondern
sie sollen Ihnen helfen, den Stoff zu verstehen.

Aufgabe U 1. Geben Sie zwei verschiedene Sprachen L; und L, iiber demselben Alpha-
bet an, fiir die L o Ly = Ly o L gilt.

Aufgabe U 2. Geben Sie drei Sprachen L,, L, und L3 iber dem Alphabet Xy, an,
fiir die nicht Ly o (Lyn L3) = (L1 o Lp) N (L; o Lg) gilt. [Hinweis: Denken Sie nicht an
komplizierte unendliche Sprachen. Man kommt mit insgesamt vier Wortern aus.]

Aufgabe U 3. Je zwei der folgenden acht Sprachen sind identisch. Finden Sie die ent-
sprechenden Paare.

Ly ={10}o {0O}" Ly={weZXZ":|wlo =3}

Ly ={01}* Ly=1{0,1}°u{0,1}' U{0,1}?

Ls={(01)":neN} Lg={weZ*:|w|<3}

Ly ={1}o{0}* Lg={weX :|wli =|w|-1}o{weXZ* :|w|p =2}

Dabei sei immer X = Zy,q)-

*Aufgabe U 4. Schreiben Sie fiir jede der folgenden Sprachen L ein Programm in
einer Programmiersprache Ihrer Wahl, das entscheiden kann, ob ein Wort iiber dem
Alphabet X zu L gehort.

Z = Zpool L=1{0"12"0": ne N}
3 =Yat L={weX":wistein Palindrom}
>=1{0,1,2} L={weZX":|wlo-|lwl; ist ungerade}

>=10,1,2,...,9,X} L={weZX":wisteine zehnstellige ISBN}

Zum Thema ISBN siehe Kapitel 6 in KMFI.
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Aufgabe U 5. In der folgenden Grammatik sind (Subjekt), (Pradikat) und so weiter
Nichtterminalsymbole, (Satz) ist das Startsymbol und Bar, Kekse, dicke und so
weiter sind Terminalsymbole.3!

(Satz) — (Subjekt)(Pradikat) (Objekt)
(Subjekt) — (Artikel) (Adjektiv) (Substantiv)
(Artikel) — Der | Die |Das
(Adjektiv) — dicke | hiibsche | schnuckelige
(Substantiv) — Bar | Hund | Rhinozeros | Frosch
(Pradikat) — bevorzugt | jagt | verspeist | sucht
(Objekt) — Kekse |Kuchen | Pizza | Kdse

Sowas in der Art (nur viel komplizierter) schwebte Chomsky wohl einmal vor. Wie
viele verschiedene ,Worter kann man mit dieser Grammatik bilden? Wie viele davon
sind grammatisch korrekte deutsche Satze?

Aufgabe U 6. Geben Sie die Sprache an, die von dieser Grammatik erzeugt wird:

S—0S|1S|0A
A— 1B
B—o0C
C—e¢

Aufgabe U 7. Geben Sie Grammatiken fiir die folgenden Sprachen an:
(i) {1,0}0{1010}*
(i) {we 2;001 tlwl1 =0 (mod 3)}
(i) {weZf  :lwlo=2lwli}
Hinweis: Man kommt in allen Féllen mit Grammatiken aus, bei denen auf der linken

Seite der Produktionen immer nur ein Symbol steht. Denken Sie daran, dass Sie das
Verhalten solcher Grammatiken mit FLACI tiberpriifen kénnen.

*Aufgabe U 8. Geben Sie eine Grammatik an, die die Sprache {0"170" : n € N} iiber
Zhool €rzeugt.

Aufgabe U 9. Begriinden Sie mithilfe des Pumping-Lemmas 4.1, dass die Sprache
{we Z;O o - lwlist ungerade und das mittlere Symbol ist 0}

nicht regulédr ist. Schreiben Sie eine vollstandige Begriindung in ganzen Sétzen auf, so
dass jemand, der sich mit der Materie auskennt, sie nachvollziehen kann.

*Aufgabe U 10. Begriinden Sie mithilfe des Pumping-Lemmas 4.1, dass die Sprache>?
{1P: p € P} iber dem Alphabet {1} nicht regulér ist.

31 Anders als im Rest des Skripts bestehen Symbole hier also aus mehreren Buchstaben.
32Mit P ist die Menge der Primzahlen gemeint. Siehe Kapitel 8 in KMFI.
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Aufgabe U 11. Geben Sie fiir den folgenden endlichen Automaten die von ihm akzep-
tierte Sprache in korrekter Schreibweise an.

Aufgabe U 12. Konstruieren Sie fiir die folgenden Sprachen iiber Xy, jeweils einen
endlichen Automaten, der sie akzeptiert.
(i) {0(10)"1:neN}
(ii) Sprache (i) aus Aufgabe U 7
(iii) Sprache (ii) aus Aufgabe U 7

Aufgabe U 13. Ein Kaffeeautomat kann drei Sorten Miinzen erkennen: 50 Cent, 1 Euro
und 2 Euro. Wir kiirzen diese mit den Symbolen f, e und z ab. Man kann einen
Kaffee auswdhlen, wenn man mindestens zwei Euro eingeworfen hat. Den Automaten
,Stort“ es aber auch nicht, wenn man zu viel Geld einschmeilt. Konstruieren Sie einen
endlichen Automaten, der genau die Worter aus den obigen drei Symbolen akzeptiert,
die einem Betrag von zwei Euro oder mehr entsprechen, also z. B. z, efe oder £4,

Aufgabe U 14. Sei A ein endlicher Automat mit dem Eingabealphabet I. Welche Mog-
lichkeiten fiir L(A) gibt es, wenn A nur einen einzigen Zustand hat?

Aufgabe U 15. Konstruieren Sie fiir die Sprache aus Aufgabe 6.9 einen nichtdeter-
ministischen endlichen Automaten, der sie akzeptiert. Konstruieren Sie dann einen
deterministischen Automaten, der dieselbe Aufgabe erledigt. Verwenden Sie dabei
nicht den , Trick“ aus dem Beweis von Satz 6.1, sondern versuchen Sie, einen mog-
lichst einfachen und iibersichtlichen Automaten zu finden. (Hinweis: Dabei hilft es,
wenn man sich an die ,Uhren“ aus der modularen Arithmetik erinnert. Siehe Kapitel 3
in KMFI.)

Aufgabe U 16. Der nichtdeterministische endliche Automat
A= ({SOY $1, 82, 33}) z:bOOl! 6y {82}) {Sl})

hat die durch die folgende Tabelle beschriebene Ubergangsfunktion &:

S0 1 $2 $3

0 {so} {s1} {s2} {so}
1 {so} {so} {s1,s3} {s2}

Stellen Sie A grafisch dar und beschreiben Sie die von A akzeptierte Sprache L(A).
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Aufgabe U 17. Konstruieren Sie wie im Beweis von Satz 6.1 zu dem folgenden nichtde-
terministischen endlichen Automaten einen deterministischen, der dieselbe Sprache
akzeptiert.

a
_> a’b

Beachten Sie, dass der Automat mehr als einen Startzustand hat. (Siehe Aufgabe 6.6.)

Aufgabe U 18. Einige der folgenden Aussagen iiber regulédre Ausdriicke sind falsch
und einige richtig. Identifizieren Sie die falschen und geben Sie jeweils ein Wort an,
das in der einen und nicht in der anderen Sprache enthalten ist.

on*=0%1*
10)* =@1*0"*
0+1)*=0*+1*
1* = (11"

Aufgabe U 19. Beschreiben Sie die beiden folgenden Sprachen jeweils durch reguldre
Ausdriicke:

Li={weZ, ,:lw| =3}
Ly={weZ, :|wl ist gerade}

Aufgabe U 20. Geben Sie einen deterministischen endlichen Automaten an, der die
durch den reguldren Ausdruck (a* +b)b beschriebene Sprache akzeptiert. (Sie miissen
dabei nicht das umstindliche Verfahren aus dem Beweis von Satz 7.3 anwenden.)

Aufgabe U 21. Kfz-Kennzeichen bestehen aus dem sogenannten Unterscheidungs-
zeichen (bis zu drei Buchstaben, die im allgemeinen fiir den Verwaltungsbezirk der
Zulassungsbehorde stehen) gefolgt von einem Bindestrich gefolgt von ein oder zwei
Buchstaben gefolgt von einem Leerzeichen gefolgt von ein bis vier Ziffern. Die Ge-
samtanzahl der Buchstaben und Ziffern darf jedoch acht nicht tiberschreiten. Es sind
nur deutsche Grof$buchstaben auller den Umlauten zugelassen und die erste Ziffer
darf keine Null sein.

Geben Sie einen reguldren Ausdruck fiir zuldssige Kennzeichen des Landkreises Regen
an. Dabei gehen wir davon aus, dass alle Kennzeichen, deren Unterscheidungszeichen
REG ist und die den obigen Regeln entsprechen, zuléssig sind.>3

Setzen Sie Ihren reguldren Ausdruck aus einfacheren reguldren Ausdriicken zusam-
men, damit er nicht zu lang und untibersichtlich wird.

33In der Realitiit ist das ein bisschen komplizierter. Siehe http://de.wikipedia.org/wiki/
Kfz-Kennzeichen_%28Deutschland’29.
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*Aufgabe U 22. Implementieren Sie den reguldren Ausdruck aus Aufgabe U 21 in der
in der Industrie gebrduchlichen PERL-Syntax und probieren Sie ihn aus. (Siehe dazu
die Links in Aufgabe 7.4.)

Aufgabe U 23. Wie viele Aquivalenzklassen bzgl. der Nerode-Relation ergeben sich
fiir L= {0(011)?" : n € N} und wie sehen sie aus?

Aufgabe U 24. Begriinden Sie, dass sich fiir L = {0717°0""! : m,n € N*} unendlich
viele Aquivalenzklassen bzgl. der Nerode-Relation ergeben.

Aufgabe U 25. Geben Sie fiir die Sprache aus Aufgabe U 23 einen reguldren Ausdruck
und die Anzahl der Zustinde des Minimalautomaten an.

Aufgabe U 26. Konstruieren Sie nach dem in Abschnitt 8 vorgestellten Algorithmus
den Minimalautomaten fiir den Automaten ({so,..., S5}, Zpbool, 9, S0, {S0, S5}), bei dem
die Ubergangsfunktion § durch

So S1 S22 83 S4 S5

3 81 81 85 S1 &
1 S1 S4 S4 S1 S4 S5

gegeben ist. Idealiter arbeiten Sie nur mit der Tabelle, ohne Automaten zu zeichnen.

Aufgabe U 27. Erzeugen Sie fiir die Grammatik mit den Produktionen S — ASA | aB,
A— B|S, B— D] ¢ eine Chomsky-Normalform mit dem Verfahren aus dem Beweis
von Lemma 9.1.

*Aufgabe U 28. Begriinden Sie mithilfe des Pumping-Lemmas 9.2, dass die Sprache
aus Aufgabe U 10 auch nicht kontextfrei ist.

*

Aufgabe U 29. Konstruieren Sie einen Kellerautomaten fur {w e X

Hwlo =lwli}

Aufgabe U 30. Konstruieren Sie eine Turingmaschine, die Palindrome iiber X,y er-
kennen kann. Bei Eingaben wie 110011, 01110 oder auch 1 und ¢ soll die Ausgabe 1
(fiir ,ja“) sein,3* bei Eingaben wie 1100 hingegen 0 (fiir ,,nein“).

Aufgabe U 31. Was macht die Turingmaschine

T= ({q07 ceey q4}rzb001’ ZbOOl @] {D})ér qo, D, {QS}L

deren Ubergangsfunktion durch die folgende Tabelle definiert ist?

qo 0 qz2 qa

0 (qOIO!_’) (q1707—>) (C]Z;O; (_) (C]4;1;‘_)
1 (ql; 11_') (qulv_)) (672,1,‘—) (672,0,‘—)
a (QZ,D»‘—) (Q4»D, (_) (QS,D, _’) 1

34Es sollen also Palindrome ungerader und auch gerader Linge erkannt werden.
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Aufgabe U 32. Stellen Sie sich einen (linearen) Computerspeicher vor, in dem man
nur Nullen und Einsen speichern kann. In diesem Speicher steht eine (natiirliche)
Zahl, die Sie mit einem Programm (in irgendeiner ,normalen“ Programmiersprache)
auslesen sollen. Es liegt nahe, diese Zahl binér zu codieren, z. B. die Zahl 19 als 10011.
Sie fangen also am Anfang des Speichers an und lesen Nullen und Einsen bis zum
Ende der Zahl.

Das Problem: Wo endet die Zahl? Wenn Sie mit einer festen Wortgré e (etwa 64 Bit)
arbeiten, ist das natiirlich einfach, weil Sie nach entsprechend vielen Schritten auf-
horen kénnen zu lesen. Wenn die Zahl aber beliebig gro@ sein darf, miissen Sie eine
andere Strategie wihlen. (Ist z. B. 100110 die Zahl 38 oder ist es die Zahl 19, hinter der
eine Null folgt, die nicht mehr dazugehort?)

Wie konnte man eine Zahl nur mit Nullen und Einsen so in den Speicher schreiben,
dass ein Programm, das den Speicher sukzessive ausliest, sie eindeutig identifizieren
kann? (Wie erwihnt soll die Zahl dabei theoretisch beliebig groR sein kénnen.>®
Anderenfalls ist das Problem nicht besonders interessant.)

Grundsitzlich ist erst einmal jeder Losungsansatz gut. Aber wenn Sie einen haben,
dann iiberlegen Sie vielleicht zusétzlich noch, ob man den dahingehend verbessern
kann, dass mdéglichst wenig Speicher ,, verschwendet® wird.

Aufgabe U 33. Schreiben Sie ein TM2012-Programm, das Ubung U 30 16st. (Zur Kon-
trolle finden Sie einen Losungsvorschlag als Datei palindrome . TURING im ZIP-Archiv.)

+Aufgabe U 34. Die Losung von Aufgabe 11.15 braucht m Schleifendurchldufe zur
Berechnung von m + n. Schreiben Sie ein TM2012-Programm, das dieselbe Aufgabe
effizienter 16st, indem wie bei der schriftlichen Addition gerechnet wird. (Zur Kontrolle
finden Sie einen Losungsvorschlag als Datei add2. TURING im ZIP-Archiv.)

Aufgabe U 35. Begriinden Sie, warum die Zahl 42 nicht als Funktionswert der Funk-
tion g aus Aufgabe 12.4 vorkommen kann.

*Aufgabe U 36. Im ZIP-Archiv finden Sie ein NSD-Programm zur Berechnung des n-
ten Gliedes der Fibonacci-Folge. Machen Sie daraus ein FRACTRAN-Programm. Noch
besser: Schreiben Sie ein FRACTRAN-Programm, das analog zu (12.1) alle Werte der
Fibonacci-Folge nacheinander ausgeben kann. (Sie konnen Ihre Programme mit dem
PYTHON-Code aus der Vorlesung testen.)

Aufgabe U 37. Begriinden Sie, warum es zu jeder entscheidbaren Menge von nattirli-
chen Zahlen unendlich viele Programme fiir die TM2012 gibt, die sie entscheiden.

Aufgabe U 38. Begriinden Sie, warum es zu jeder Turingmaschine M; aus der Stan-
dardaufzdhlung eine Turingmaschine M; mit j > i gibt, die dieselbe Funktion wie M;
berechnet.

Aufgabe U 39. Begriinden Sie, warum sowohl der Durchschnitt als auch die Verei-
nigung von zwei rekursiv aufzihlbaren Mengen (bzw. Sprachen) wieder rekursiv
aufzdhlbar sind.

35Der Speicher ist also ebenfalls beliebig grof.
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Aufgabe U 40. Geben Sie das Cliquen-Problem als formale Sprache an, so dass es ein
Entscheidungsproblem im Sinne der Definition von Seite 93 ist. (Mit dem Alphabet
muss man also Paare der Form (G, k) darstellen kénnen, wobei G ein Graph und k
eine natiirliche Zahl ist.)

Aufgabe U 41. Begriinden Sie anhand der formalen Sprache aus Ubung U 40 die fol-
gende Aussage: Gibt es eine Turingmaschine T, die das Cliquen-Problem entscheidet,
und ein Polynom p mit timer(w) < p(Jw|) fiir alle Worter w iiber dem Eingabealpha-
bet von T, dann gibt es ein Polynom g mit timer(w) < q(|V]) fiir alle Worter w, die
syntaktisch korrekt einen Graphen (V, E) darstellen. Begriinden Sie auerdem, warum
man nicht |V| durch |E| ersetzen kann.

Mit anderen Worten: Die Zugehorigkeit des Cliquen-Problems zu P bzw. NP hingt
per definitionem von der Codierung ab (siehe Seite 98), aber bei einer sinnvollen
Codierung ist die Anzahl der Ecken die relevante Grofle.
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tionen fiir Themen, die Sie besonders interessieren. (Falls Sie sich intensiver mit
Komplexitidtstheorie auseinandersetzen wollen, empfehle ich insbesondere die
Vorlesung aus dem Sommersemester 2014.)

Und schliellich noch das Buch, in dem Sie nachschlagen sollten, wenn IThnen
hier verwendete mathematische Begriffe nicht geldufig sind. Mehr dazu in der
Gebrauchsanweisung.

— Edmund Weitz: Konkrete Mathematik (nicht nur) fiir Informatiker, Springer
Spektrum, 2021.

Alternativ konnen Sie sich auch das aktuelle Skript zur Mathevorlesung herun-
terladen, aber das Buch ist wesentlich umfangreicher und geht spezifischer auf
Informatik-Anwendungen ein.
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2-SAT, 113
3-SAT, 112

Ableitungsbaum, 9
akzeptierender Zustand, siehe
Zustand, akzeptierender
akzeptierte Sprache, siehe Sprache,
akzeptierte
Alphabet, 3
dquivalent, 30
Ausdruck, regulérer, 25
Ausgabe, 55
Automat
endlicher, 16
nichtdeterministischer
endlicher, 20

Band, 52

Bandalphabet, 52

Bandanfang, 56

Bandende, 75

berechenbar, 79, 80
Berechenbarkeitstheorie, 79
berechnen, 55, 80
beschriankter Kellerautomat, 46
Biniarbaum, 123

BOOLE, GEORGE, 3

CANTOR, GEORG, 12
charakteristische Funktion, 80
CHOMSKY, NoAM, 7
Chomsky-Hierarchie, 13
Chomsky-Normalform, 38

Index

CHURCH, ALONZO, 69
Church-Turing-These, 69
erweiterte, 98
CLIQUE, 102
Cliquenproblem, 102
CNF-SAT, 110
Codierung, 98
CONWAY, JOHN, 70
COOK, STEPHEN, 108
CYK-Algorithmus, 40

DAVEY, MIKE, 55

DE MORGAN, AUGUSTUS, siehe
Morgan, Augustus De

DFA, 16

DI1JKSTRA, EDSGER, 87, 102

Dijkstra-Algorithmus, 87

DycK, WALTHER VON, 9

Dyck-Sprache, 9

Ecke, 99
Eingabe, 55
Eingabealphabet, 16, 43, 52
einseitig beschréankt, 56
endlicher Automat, 16
Endzustand, 16, 43, 52
entscheidbar, 80
Entscheidungsproblem, 93
e-Sonderregel, 72
e-Ubergang, 23
Erfiillbarkeitsproblem der
Aussagenlogik, siehe SAT
erstes LBA-Problem, 76
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Erweitere Church-Turing-These, 98
erzeugte Sprache, 9
exponentiell, 93

Fehlerzustand, 18
FLACI, 7
formale
Grammatik, 8
Sprache, 6
FRACTRAN, 70
FSM, 16
Funktion
berechenbare, 79, 80
charakteristische, 80
partielle, 52
totale, 52
Funktionsproblem, 100

Game of Life, siehe Spiel des Lebens
gerichteter Graph, 99
Gewicht, 99
gewichteter Graph, 99
gleichmé@liges Halteproblem, 85
GODEL, KURT, 60, 69
Godelisierung, 60
kanonische, 61
Goddelnummer, 60
Grammatik, 8
kontextfreie, 37
kontextsensitive, 72
monotone, 72
regulire, 13
Graph, 99
gerichteter, 99
gewichteter, 99

Halteproblem, 84
gleichmaliges, 85
HERBRAND, JACQUES, 69
herleiten, 9
Hiille
kleenesche, 6
positive, 6
reflexive und transitive, 9

»im Allgemeinen nicht®, 124
IMMERMAN, NEIL, 77

Anhang

in Polynomialzeit verifizierbar, 106
Indikatorfunktion, 80

INDSET, 104

initialer Stackinhalt, 43

kanonische Godelisierung, 61

Kante, 99

Kelleralphabet, 43

Kellerautomat, 43
beschréankter, 46
deterministischer, 48
mit zwei Stacks, 57

Kellerspeicher, 43

Klausel, 110

KLEENE, STEPHEN COLE, 6

kleenesche Hiille, 6

KMFI, 1

Knoten, 99

Komplementgraph, 138

Komplexititstheorie, 91

Konfiguration, 43, 53

konjunktive Normalform, 110

Konkatenation, 4

kontextfreie
Grammatik, 37
Sprache, 37

kontextsensitive
Grammatik, 72
Sprache, 72

Kiinstliche Intelligenz, 70

LANDAU, EDMUND, 92
Landau-Symbole, 92
Liange, 4, 100
Langzahlarithmetik, 64
LBA, 75

LBA-Problem, 76
leeres Wort, 4
Leerzeichen, 52
LEVIN, LEONID, 108
linear beschrankt, 75
Literal, 110

Losung, 84, 93

Maschinenbeschreibung, 83
Mehrband-Turingmaschine, 56
Mehrspur-Turingmaschine, 55
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Menge
akzeptierte, 81
entscheidbare, 80
rekursiv aufzdhlbare, 81
rekursive, 80
semi-entscheidbare, 81
Miller-Rabin-Test, 20
Minecraft, 70
Minimalautomat, 32
monotone Grammatik, 72
MORGAN, AUGUSTUS DE, 20
MYHILL, JOHN, 30

NERODE, ANIL, 30
Nerode-Relation, 30
NFA, 20
Nichtdeterminismus, 20
nichtdeterministische
Turingmaschine, 71
nichtdeterministischer
endlicher Automat, 20
Kellerautomat, siehe
Kellerautomat
Nichtterminalsymbole, 8
Normalform, konjuktive, 110
NP-schwer, 108
NP-vollstdndig, 108
NsD, 66

0.B.d.A., 12
Optimierungsproblem, 100

partielle Funktion, 52
PDA, 43
Phrasenstrukturgrammatik, 72
polynomial, 93
polynomial reduzierbar, 105
positive Hiille, 6
préfixfrei, 127
PRESBURGER, M0JZESZ, 113
Presburger-Arithmetik, 113
Problem, 84
Produktautomat, 19
Produktion, 8
Pumping-Lemma
fiir kontextfreie Sprachen, 40
fiir reguldre Sprachen, 14
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Quantencomputer, 70, 98, 113

RABIN, MICHAEL, 20
reduzierbar, 87
polynomial, 105
reflexive Hiille, siehe Hiille, reflexive
und transitive
Registermaschine, 67
reguldre
Grammatik, 13
Sprache, 13
reguldrer Ausdruck, 25
Rekursionstheorie, siehe
Berechenbarkeitstheorie
rekursiv, 80
aufzihlbare Menge, 81
aufzihlbare Sprache, 72
RICE, HENRY GORDON, 86

SAT, 106
Satz
von Cantor, 12
von Cook und Levin, 108
von Immerman und
Szelepcsényi, 77
von Myhill-Nerode, 31
von Rabin und Scott, 22
von Rice, 85
Schreib-Lese-Kopf, 53
SCHUTZENBERGER, MARCEL, 13
ScoTT, DANA, 20
semi-entscheidbar, 81
Spiel des Lebens, 70
Sprache, 6
akzeptierte, 17, 44, 46, 71
entscheidbare, 80
erzeugte, 9
kontextfreie, 37
kontextsensitive, 72
reguldre, 13
rekursiv aufzihlbare, 72
rekursive, 80
stabil, 104
Stabilitdtsproblem, 104
Stack, 43
Stackalphabet, 43
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Stackinhalt

initialer, 43
Standardaufzidhlung, 83
Stapelspeicher, 43
Startsymbol, 8
Startzustand, 16, 43, 52
subexponentiell, 93
Suchproblem, 100
superpolynomial, 93
Symbol, 3
SZELEPCSENYI, ROBERT, 77

Terminalsymbole, 8
terminieren, 54
T™™2012, 58
TOLL, 61
totale Funktion, 52
transitive Hiille, siehe Hiille, reflexive
und transitive
TURING, ALAN, 51
turingberechenbar, 55
Turingmaschine, 52
linear beschriankte, 75
nichtdeterministische, 71
universelle, 84
turingvollstandig, 70
Typ-0-Grammatik, 72

Anhang

Typ-1-Grammatik, 72
Typ-2-Grammatik, 37
Typ-3-Grammatik, 13

Ubergangsfunktion, 16, 43, 52
unabhingig, 104

ungerichteter Graph, siehe Graph
universelle Turingmaschine, 84

verifizierbar, in Polynomialzeit, 106

Vokabular, 8

VON DYCK, WALTHER, siehe Dyck,
Walter von

Weg, 100
worst case, 94
Wort, 4

leeres, 4
Wortproblem, 87

ZAPPA, FRANK, 4

Zeichen, 3

ZEITIN, GRIGORI, 112

Zeitin-Transformation, 112

Zertifikat, 106

Zustand, 16, 43, 52
akzeptierender, 16, 43, 52
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Mathematische Symbole

Es ergibt wenig Sinn, mathematische Symbole alphabetisch zu sortieren. Daher
werden sie in der folgenden Liste einfach in der Reihenfolge aufgefiihrt, in der sie
definiert bzw. eingefiihrt wurden.

Zbools 3 (w]g, 30
Zlat 3 wk, 31
N, 3 Peoo(A), 43
N*, 3 =K, 43
&4 =% 44
lwl, 4 L(K), 44
lwly, 4 L*(K), 46
vem,4 1,52
wk 4

' f:A—B,52
;‘: 1; > =7, 53
X*, 6 v[sjw, 53
X+, 5 =%, 54

' fr, 55
Ny, 7

L(T),71

=69
=*9 T(n), 80

e 80
L(G),9 X4
Dy, 10 M;, 83
0%, 17 H, 84

’ A
L(A), 17 B*#, 92
ap, 25 o(f), 92
(a+pP),25 timer(w), 94
()", 25 ntimer(w), 94
Z (), 26 TIME(f), 94
a=p,26 NTIME(f), 94

~r, 30 <p, 105
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